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З інтуїтивної точки зору мінливі множини являють собою сукупності об’єктів, які, на відміну
від елементів звичайних (статичних) множин, можуть перебувати в процесі постійних трансфор-
мацій (тобто еволюції). Крім того, характер еволюції мінливої множини та її компонентів може
змінюватись залежно від способу спостереження, тобто, залежно від системи відліку.

Кінематичні мінливі (скорочено— кінематичні множини) множини являють собою математичні
структури, в яких мінливі множини оснащені різноманітними геометричними та топологічними
об’єктами, а саме, метричними, топологічними, лінійними, банаховими, гільбертовими та іншими
просторами. Дослідження кінематичних множин може мати застосування в астрофізиці, оскіль-
ки існує припущення, що у великих масштабах Всесвіту закони фізики можуть бути відмінними
від класичних, тобто тих, які діють в околі нашої сонячної системи. Математичну теорію мінли-
вих та кінематичних множин найбільш повно викладено в роботах [1, 2, 3]. В доповіді планується
сформульовати математично строгі означення мінливих множин, кінематичних множин та уні-
версальних кінематик, а також обговорити застосування зазначених структур для математичного
обґрунтування кінематики спеціальної теорії відносності та її тахіонових узагальнень.
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Розглянемо напівгрупу (S, ·). Для довільного але фіксованого елемента a ∈ (S, ·) ми визначимо
нову операцію ∗a, яка задається наступною рівністю

x ∗a y = x · a · y
де x, y ∈ S. Множина S з цією операцією теж є напівгрупою, ми будемо позначати її (S, ∗a) і
називатимемо варіант напівгрупи S.

Варіанти комутативних зв’язок з нулем уже досліджувалися у [2]. У цій роботі розглянуті варі-
анти не комутативних зв’язок.

Напівгрупа S називається прямокутною зв’язкою, якщо x · y · x = x для всіх x, y ∈ S.
Теорема 1. (Теорема 1.1.3 з [1]) Нехай S є напівгрупою. Тоді наступні умови еквівалентні:

(1) S є прямокутною зв’язкою;
(2) кожен елемент з напівгрупи S є ідемпотентом, та x · y · z = x · z для всіх x, y, z ∈ S;
(3) існують напівгрупа лівих нулів L та напівгрупа правих нулів R такі, що S ≃ L×R;
(4) S ізоморфна напівгрупі наступного вигляду X × Y , де X і Y непорожні множини, і мно-

ження задається наступним чином
(x1, y1) · (x2, y2) = (x1, y2).

Теорема 2. Нехай S прямокутна зв’язка та (xi, yi) ∈ S — довільні елементи. Тоді всі варіанти
(S, ∗(xi,yi)) ізоморфні початковій прямокутній зв’язці S.

Прямокутна зв’язка S не має одиниці. Ми розглянемо прямокутну зв’язку з приєднаною одини-
цею. Ми визначимо

1 · (xi, yj) = (xi, yj) · 1 = (xi, yj) для всіх (xi, yj) ∈ S, та 1 · 1 = 1.

Позначимо S1 прямокутну зв’язку S з приєднаною одиницею 1.
Твердження 3. Нехай xi довільний але фіксований елемент з X, та yk, yv ∈ Y довільні елемен-
ти. Тоді варіанти (S1, ∗(xi,yk)) та (S1, ∗(xi,yv)) ізоморфні.
Твердження 4. Нехай yi довільний але фіксований елемент з Y , та xk, xv ∈ X довільні елемен-
ти. Тоді варіанти (S1, ∗(xk,yi)) та (S1, ∗(xv ,yi)) ізоморфні.
Теорема 5. Усі варіанти прямокутної зв’язки з приєднаною одиинцею ізоморфні.
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Нехай V - клас невід’ємних неспадних необмежених неперервних справа на [0,+∞) функцій F .
Будемо говорити, що F ∈ V (l), якщо F ∈ V і F (x) − F (x − 0) ≤ l < +∞ для всіх x ≥ 0. Для
невід’ємної на [0,+∞) функції f інтеграл

I(σ) =

∫ ∞

0
f(x)exσdF (x), σ ∈ R,

називається інтегралом Лапласа-Стілтьєса. Будемо говорити, що невід’ємна на [0,+∞) функція
f має регулярну зміну відносно F , якщо існують a ≥ 0, b ≥ 0 і h > 0 такі, що для всіх x ≥ a∫ x+b

x−a
f(t)dF (t) ≥ hf(x).

Через Ω(A) позначимо клас додатних необмежених на (−∞, A) функцій Φ таких, що похідна Φ′ є
додатною неперервно диференційовною і зростаючою до +∞ на (−∞, A). Для Φ ∈ Ω(A) нехай φ—
функція, обернена до Φ′, а L0 —клас додатних неперервно диференційовних на (0, +∞) функцій
l таких, що xl′(x) = O(l(x)) при x→ +∞.

Якщо Φ1 ∈ Ω(A), то будемо говорити, що додатна двічі неперервно диференційовна зростаюча
до +∞ на (−∞,+∞) функція Φ2 підпорядкована функції Φ1, якщо

• Φ′′
2(σ) = o(Φ′′

1(σ)),
• Φ′

2(σ) = o(σΦ′′
1(σ)) при σ ↑ A і

• Φ′
2(Φ1) ∈ L0.

Крім того, будемо говорити, що Φ2 є сильно підпорядкованою Φ1, якщо Φ2 є підпорядкованою Φ1 і

Φ′
j

(
σ +O

(
Φ′
2(σ)

Φ′′
1(σ)

))
= (1 + o(1))Φ′

j(σ) (σ → +∞), j = 1, 2.

Метою нашого повідомлення є умови на функцію F ∈ V (l) і функцію f регулярної зміни відносно
F , за яких правильна двочленна асимптотична рівність

ln I(σ) = Φ1(σ) + τ(1 + o(1))Φ2(σ), σ ↑ A,
де τ ∈ R \ {0}, Φ1 ∈ Ω(A), а функція Φ2 сильно підпорядкована функції Φ1.
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До задачі про підрахунок числа топологічно нееквівалентних
гладких функцій з однією критичною точкою типу сідла на

орієнтовних поверхнях
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Нехай Mg — замкнена гладка орієнтовна поверхня роду g ≥ 0, а Ck,l(Mg)—клас гладких фун-
кцій (з трьома критичними значеннями) на Mg, які (окрім k локальних максимумів та l локальних
мінімумів) мають єдину (в загальному випадку вироджену) критичну точку типу сідла, індекс
Пуанкаре якої становить 1− n = 2− 2g − k − l [6].

Функції f1, f2 з класу Ck,l(Mg) називають топологічно еквівалентними, якщо існують гомеомор-
фізми h : Mg → Mg і h′ : R1 → R1 (h′ зберігає орієнтацію), такі що f2 = h′ ◦ f1 ◦ h−1. Якщо h
зберігає орієнтацію, то функції f1, f2 називають топологічно спряженими [6].

В роботі [2] встановлено, що для функцій з класу Ck,l(Mg) (повним) топологічним інваріантом
є двокольорова хордова O-діаграма з n = 2g + k + l − 1 хордами, k білими та l чорними циклами.
Множину діаграм зазначеного типу, які побудовано на фіксованому двокольоровому 2n-шаблоні
(напр., [2]), позначимо як ℑnk;l. В [2] також показано, що число топологічно неспряжених функцій з
класу Ck,l(Mg) співпадає з числом неізоморфних (нееквівалентних відносно дії циклічної групи Cn)
діаграм з множини ℑnk;l. Зауважимо, що задача про підрахунок числа топологічно нееквівалентних
функцій з класу Ck,l(Mg) повністю розв’язана лише для випадків g = 0, k, l ∈ N та g ≥ 0, k = l = 1.
З оглядом результатів для інших частинних випадків можна ознайомитися, наприклад, в [3]. В
загальному ж випадку, задача й до сьогодні залишається відкритим питанням.

Слід констатувати, що одним зі стримувальних факторів виявилося питання про підрахунок
числа діаграм з класу ℑnk;l, n = 2g + k + l − 1, яке, в свою чергу, призводить до наступної класи-
чної задачі «про факторизацію перестановок в n-цикли». Дійсно, неважко перевірити, що кожну
діаграму з класу ℑnk;l можна ототожнити: або з перестановкою w з Sn (Sn – група перестановок
на n елементах), елементи розкладу якої в k (1 ≤ k ≤ n) незалежних циклів— суть номери білих
дуг (двокольорового 2n-шаблону з фіксованою нумерацією його дуг за годинниковою стрілкою—
«1-ша чорна, 1-ша біла, 2-га чорна, 2-га біла і т.д.»), які зустрічаються при обході відповідних
білих циклів діаграми (наприклад, у напрямку проти руху годинникової стрілки); або ж з пере-
становкою b з Sn, елементи розкладу якої в l незалежних циклів— суть номери чорних дуг, які
зустрічаються при обході відповідних чорних циклів діаграми (у тому самому напрямку).

Отже, за перестановкою w однозначно визначається перестановка b і навпаки. Більше того,
композиція b ◦ w є фіксованим n-циклом, а саме b ◦ w = (n, n − 1, ..., 2, 1). І тому питання про
підрахунок числа діаграм з класу ℑnk;l є рівносильним до задачі*: про підрахунок числа пар (w, b),
w, b ∈ Sn, таких, що число незалежних циклів перестановок w і b становить k і l відповідно, а
їх добуток b ◦ w є фіксованим n-циклом.

Як з’ясувалося ([1] з посиланням на роботу [4]), задача про перерахування одноклітинкових
двокольорових карт з n ребрами (одне з яких є поміченим), k білими та l чорними вершина-
ми також є еквівалентною до зазначеної вище задачі*. Всі необхідні відомості про карти можна
знайти, наприклад, в огляді [4] та роботі [1]. Таким чином, має місце
Лема 1. Число dk,l;n діаграм з класу ℑnk;l співпадає із числом B(k; l;n) одноклітинкових двокольо-
рових карт з n ребрами (одне з яких є поміченим), k білими та l чорними вершинами.
Теорема 2 (твердження (ii) Теореми 2, [1]). Для довільного натурального n числа B(k; l;n) задо-
вольняють рекурентному співвідношенню

(n+ 1) ·B(k; l;n) = (n− 2)(n− 1)2 ·B(k; l;n− 2)+

+ (2n− 1)
(
B(k − 1; l;n− 1) +B(k; l − 1;n− 1)

)
−

− (n− 2)
(
B(k − 2; l;n− 2)− 2 ·B(k − 1; l − 1;n− 2) +B(k; l − 2;n− 2)

) (1)
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з граничними умовами B(1; 1; 1) = B(1; 2; 2) = B(2; 1; 2) = 1; B(k; l;n) = 0 якщо n+ 1− k − l < 0.
Зауваження 3. Оскільки n + 1 − k − l = 2g, то для величини B(k; l;n) зручно використовувати
позначення Bg(k; l) = B(k; l; 2g + k + l − 1), за допомогою якого одержані в роботах [1] і [5] явні
формули для величин Bg(k; l) (g = 0; 1; 2; 3) можна подати у вигляді

B0(k; l) =
1
nC

k−1
n C l−1

n , B1(k; l) =
1
3!C

2
n+1C

k−1
n−1C

l−1
n−1, (2)

B2(k; l) =
P2(k;l)
6·5! · C2

n+1C
k−1
n−1C

l−1
n−1; B3(k; l) =

P3(k;l)
36·7! · C2

n+1C
k−1
n−1C

l−1
n−1, (3)

де
P2(k; l) = 5kl(k + l) + 13

(
k2 + l2

)
+ 47kl + 86(k + l) + 129,

P3(k; l) = 70k3l3 + 35k2l2
(
k2 + l2

)
+ 1260k2l2(k + l) + 273kl

(
k3 + l3

)
+ 13410k2l2+

+ 6512kl
(
k2 + l2

)
+ 502

(
k4 + l4

)
+ 54123kl(k + l) + 9978

(
k3 + l3

)
+

+ 185554kl + 71842
(
k2 + l2

)
+ 219918(k + l) + 238480.

Слід також відзначити, що в 2011 р. в роботі [7] (Proposition 4) для зазначених величин Bg(k; l)
встановлено справедливість й наступного рекурентного співвідношення

2g ·Bg(k; l) =
g−1∑
p=0

C2g+1−2p
2g+k−2p ·Bp(2g + k − 2p; l) +

g−1∑
p=0

C2g+1−2p
2g+l−2p ·Bp(k; 2g + l − 2p) (4)

Теорема 4 (основний результат). Нехай g ≥ 0, k, l ∈ N , а n = 2g + k + l − 1—є ������� (нату-
ральним числом). Тоді число функцій з класу Ck,l(Mg), які не є топологічно спряженими, можна
обчислити за допомогою співвідношення

d∗g,k,l =
1
n

(
B(k; l;n) + (n− 1) · ρ(k; l;n)

)
, (5)

де B(k; l;n) визначається за допомогою рекурентного співвідношення (1) або ж (4) (з урахува-
нням явних формул (2)-(3)), а величина ρ(k; l;n)—за допомогою співвідношення

ρ(k; l;n) =

 1, якщо g = 0 та k = 1 або l = 1;
n− 2, якщо g ≥ 1 тa k = l = 1;
0, якщо g ≥ 0 тa k ̸= 1, l ̸= 1.

(6)

Більше того, в якості асимптотичної оцінки для числа топологічно нееквівалентних функцій з
класу Ck,l(Mg) при n = (2g + k + l − 1) → ∞ можна використовувати величину

B(k;l;n)
2n = B(k;l;2g+k+l−1)

2(2g+k+l−1) . (7)
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Майже сильно нульвимірні простори
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Курс лекцій базується на роботах [1]–[3] і буде присвячений обговоренню таких питань.
(1) Задачі класифікації аналогів неперервних відображень, які приводять до поняття майже

сильно нульвимірного простору.
(2) C-множини і простори Ердьоша.
(3) Властивості майже сильно нульвимірних просторів і відкриті питання.

ЛІТЕРАТУРА
[1] M. Abry. On almost n-dimensional spaces, Thomas Stieltjes Institute for mathematics, 2007.
[2] J. J. Dijkstra, J. van Mill. Erdős Space and Homeomorphism Groups of Manifolds, Memoirs of the AMS. 208 (979), 2010.
[3] O. Karlova. On Baire one mappings with zero-dimensional domains, Colloq. Math. 147 (1) : 129–142, 2017.
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Про різні класифікації тотожностей на квазігрупах
Г. В. Крайнічук

(Донецький національний університет ім. В. Стуса, Вінниця, Україна)
E-mail: kraynichuk@ukr.net

Алгебра (Q; ·, ℓ·, r· ) називається квазігрупою [1], якщо виконуються тотожності

(x · y) ℓ· y = x, (x
ℓ· y) · y = x, x

r· (x · y) = y, x · (x r· y) = y. (1)
Операцію (·) називаємо головною. Парастрофи операції (·) визначаються співвідношеннями:

x1σ
σ· x2σ = x3σ :⇔ x1 · x2 = x3

де σ ∈ S3 := {ι, ℓ, r, s, sℓ, sr}, ℓ := (13), r := (23), s := (12). Очевидно, що
σ
(
τ·) = (

στ· ) ∀σ, τ ∈ S3. З цієї
рівності випливає, що відображення (σ; (·)) 7→ (

σ·) є дією групи S3 на множині всіх квазігрупових
операцій множини Q. Стабілізатор Ps(·) цієї дії називається парастрофною симетрією операції
(·) [4], тому 6/|Ps(·)| є кількістю різних парастрофів операції (·). Оскільки Ps(·) є підгрупою си-
метричної групи S3, то існує шість класів квазігруп. Аналогічно вводиться парастрофна симетрія
для многовидів квазігруп [4]. Многовид σA , який складається з усіх σ-парастрофів квазігруп із
многовида A називається σ-парастрофом многовида A. Пучком многовидів називається множина
всіх попарно парастрофних між собою многовидів.

Тотожності, які визначають квазігрупу, називаються первинними, наприклад (1).
Означення 1. Парастрофним (σ-парастрофним) називається перетворення, коли тотожність σid
отримується з тотожності id заміною головної опрації на її σ−1-парастроф.
Означення 2. Дві тотожності називаються:

1) рівносильними, якщо вони визначають один і той самий многовид;
2) первинно-рівносильними, якщо одна отримується з другої скінченною кількістю застосу-

вань первинних тотожностей (1) (первинно-рівносильні тотожності є рівносильними [4]);
3) σ-парастрофними, якщо одна отримується з другої шляхом σ-парастрофних переворень [3];
4) σ-парастрофно-рівносильними, якщо вони визначають σ-парастрофні многовиди (σ-пара-

строфно-рівносильні тотожності визначають σ-парастрофні многовиди [4]);
5) σ-парастрофно-первинно рівносильні, якщо одну з ним можна отримати з другої за до-

помогою скінченної кількості застосувань первинних тотожностей (1) та σ1-, σ2-, . . ., σk-
парастрофних перетворень таких, що σ1σ2 . . . σk = σ для деяких k ∈ N.

Теорема 3. З точністю до парастрофно-первинної рівносильності існує 4 класи узагальнених
тотожності від трьох операцій, які визначають 20 пучків многовидів квазігруп.

Білоусов В.Д. [2] описав мінімальні нетривіальні квазігрупові тотожності з точністю до первинної
рівносильності. Проте ці тотожності визначають один клас парастрофно-первинно рівносильних
узагальнених тотожностей. Стейн [3] знайшов всі парастрофні тотожності для деяких відомих
тотожностей, зокрема таких як асоціативність, ідемпотентність, медіальність, комутативність та
тотожність Стейна. Білоусов [1] подав результати Стейна у вигляді таблиці, в якій використав
парастрофні многовиди.

В Таблиці 3.1 жирним шрифтом виділено тотожності знайдені не автором, див. [1], [2], [3] та інші.
В одній довільній комірці розташовано рівносильні тотожності або систему тотожностей. В двох
довільних комірках одного рядка знаходяться парастрофні тотожності. В різних стовпцях одно-
го довільного рядка розміщені парастрофно-рівносильні тотожності, які визначають один пучок
многовидів, де стовпчики показують парастрофні многовиди квазігруп. Між подвійними лініями
в таблиці в усіх рядках і стовпцях знаходяться парастрофно-первинно рівносильні тотожності, які
визначають один клас узагальнених тотожностей.
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ТАБЛИЦЯ 3.1. Класифікація всіх тотожностей від трьох операцій за групами симетрій

Многовид A sA ℓA rA sℓA srA

I з. Білоусова x(x · xy) = y (yx · x)x = y x(yx
ℓ· y) = yx A ℓA sA

(x
r· yx)y = yx

IІ з. Білоусова y(x · xy) = x (yx · x)y = x x(yx · y) = yx x(xy · x) = y (xy · x)x = y (x · yx)y = yx
xy(xy ·x) = y (x·yx)yx = y y(xy · x) = xy x(x · yx) = y x(yx · x) = y (y · xy)x = xy

(x · xy)x = y (x · yx)x = y
I з. Стейна x · xy = yx yx · x = xy x(y · yx) = yx (x · xy)y = x y(yx · x) = x (xy · y)x = xy

xy(xy · y) = x (x · xy)xy = y
II з. Стейна xy·x = y·xy A y(x · yx) = x (xy · x)y = x rA ℓA

III з. Стейна yx · xy = x A (xy · x)xy = y xy(y · xy) = x rA ℓA
y(xy · x) = x (x · yx)y = x

I з. Шредера xy·y = x·xy A A A A A
IІ з. Шредера xy · yx = y A A A A A

ідемпотентність x2 = x A A A A A

ідемпотентність x2 = x ∧ A x2 = x ∧ x2 = x ∧ rA ℓA
комутативність xy = yx x · xy = y xy · y = x
ідемпотентність x2 = x ∧ A A A A A
та косо- (xy · x = y ∨
симетричність x · yx = y)

yx2 · y = x y · x2y = x xy(x
ℓ·x) = y x(yx · y) = x (x

r·x)yx = y (y · xy)x = x

(xy
r· y)x = x x(y

ℓ· yx) = x
x · yx2 = y x2y · x = y x(yx·y) = yx·y x(y · xy) = x (y·xy)x = y·xy (yx · y)x = x

IP-квазігруп x2 · xy = y yx · x2 = y xy · yx = yx x · (xr·x)y = y xy · yx = xy y(x
ℓ·x) · x = y

з обор. ел. x2 x(y
ℓ· xy) = x (yx

r· y)x = x

x2 · x = y2 x · x2 = y2 (y
ℓ·y)x · x = x (x

r·x)(y r· y)=x x · x(y r· y) = x (y
ℓ·y)(x ℓ·x)=x

(x2 · x)y = y y(x · x2) = y (y2 · x)x = x ((x
r·x)r·x)y=y x(x · y2) = x y(x

ℓ· (x ℓ·x))=y
(x · x2)y = y y(x2 · x) = y y2 · (x ℓ·x) = x (x

r· (xr·x))y=y (x
r·x) · y2 = x y((x

ℓ·x) ℓ·x)=y
одноел.квазігр. x = y A A A A A

x2 · x2 = x A x · (xr·x)x = x x(x
ℓ·x) · x = x rA ℓA

(x2 · x)x = x x(x · x2) = x A ((x
r·x)r·x)x=x sA rA

x(x
ℓ· (x ℓ·x))=x

(x · x2)x = x x(x2 · x) = x x2 · (x ℓ·x) = x (x
r· (xr·x))x=x (x

r·x) · x2 = x x((x
ℓ·x) ℓ·x)=x

ЛІТЕРАТУРА
[1] Белоусов В.Д. Системи квазигрупп с обобщёнными тождествами, УМН, ХХ, 1(121): 75-146, 1965.
[2] Belousov V.D. Parastrophic-orthogonal quasigroups QRS, 13(1):25-72, 2005.
[3] Stein S. K. On the foundation of quasigroups, volume 85 of Trans. Amer. Math. Soc.: 228-256, 1957.
[4] Sokhatsky F.M. Parastrophic symmetry in quasigroup theory, Visnyk DonNU, А: natural Sciences, 2016.
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Квазі-еліптичні функції
Луківська Дзвенислава Володимирівна

(Львівський національний університет ім. І.Франка, вул. Університетська, 1, 79000, м. Львів,
Україна.)

E-mail: d.lukivska@gmail.com
Христіянин Андрій Ярославович

(Львівський національний університет ім. І.Франка, вул. Університетська, 1, 79000, м. Львів,
Україна.)

E-mail: khrystiyanyn@ukr.net

Означення 1. Нехай p = eiα, q = eiβ , де α, β ∈ R. Мероморфна в C функція g називається квазі-
еліптичною, якщо існують ω1, ω2 ∈ C∗, Imω2

ω1
> 0, такі що для всіх u ∈ C

g(u+ ω1) = pg(u), g(u+ ω2) = qg(u).

Клас квазі-еліптичних функцій позначатимемо QE .
Теорема 2. Кожна голоморфна квазі-еліптична функція є сталою.

Візьмемо довільну точку u0 і побудуємо паралелограм з вершинами u0, u0 + ω1, u0 + ω1 +
ω2, u0 + ω2. Цей паралелограм ми будемо називати паралелограмом періодів u0, побудованим на
періодах ω1 і ω2 і позначати

∏
(u0) [2]. Точками паралелограма періодів

∏
(u0) є точки вигляду

u0 + r1ω1 + r2ω2 (0 ≤ r1 < 1, 0 ≤ r2 < 1).

Теорема 3. Нехай f ∈ QE. Тоді кількість нулів функції f дорівнює кількості її полюсів (з
урахуванням кратності) в кожному паралелограмі періодів

∏
(u0).

Розглянемо функцію

Gαβ(u) =
1

u2
+

∑
ω ̸=0

(
1

(u− ω)2
− 1

ω2

)
ei(mα+nβ), (1)

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2
ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z, α, β ∈ R.

Нехай K—компактна підмножина C. Оскільки [1], [2]∑
ω ̸=0

1

|ω|3
< +∞,

то ряд в правій частині (1) або принаймні його залишок, є рівномірно збіжний на множині K.
Таким чином Gαβ мероморфна в C.

Означення 4. Функція

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ =
1

u2
+

∑
ω ̸=0

(
1

(u− ω)2
− 1

ω2

)
ei(mα+nβ) + Cαβ ,

де

Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)
eiα − 1

=
Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)
eiβ − 1

називається узагальненою ℘-функцією Вейєрштрасса.
Для повноти, зауважимо, якщо α = β = 0 mod 2π, ми визначимо C00 = 0. Тоді ℘00 = ℘ (тобто

℘00 співпадає з класичною ℘-функцією Вейєрштрасса).
Твердження 5. Функція ℘αβ ∈ QE .

Отже, так побудована функція ℘αβ є своєрідним квазі-еліптичним аналогом класичної ℘ функції
Вейєрштрасса.
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Твердження 6. Функція ℘αβ задовольняє диференціальне рівняння
℘′2
αβ(u)− 4℘3

αβ(u) + 12Cαβ℘
2
αβ(u) + (g2e

i(mα+nβ) − 12C2
αβ)℘αβ(u) = −4C3

αβ − (g3 − Cαβg2)e
i(mα+nβ),

де
g2 = 60

∑
ω ̸=0

1

ω4
, g3 = 140

∑
ω ̸=0

1

ω6
.

Варто зазначити, що підставляючи α = β = 0 mod 2π, і C00 = 0 у це рівняння, ми отримаємо
класичне диференціальне рівняння для функції ℘.

Дане рівняння дає змогу виразити всі похідні функції ℘αβ через ℘αβ і ℘′
αβ. Зокрема,

℘′′
αβ(u) = 6℘2

αβ(u)− 12Cαβ℘αβ(u)−
1

2
(g2e

i(mα+nβ) − 12C2
αβ),

℘′′′
αβ(u) = 12℘αβ(u)℘

′
αβ(u)− 12Cαβ℘

′
αβ(u).

ЛІТЕРАТУРА
[1] Hellegouarch Y. Invitation to the Mathematics of Fermat-Wiles. Academic Press, 2002.
[2] A. Hurwitz, R. Courant, Function theory, Moscow: Nauka. 1968. 648 pp.(in Russian).
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Гомотопійні алгебри і нескінченність-категорії
Володимир Любашенко

(Інститут математики НАНУ,вул. Терещенківська, 3, Київ-4, 01004)
E-mail: lub@imath.kiev.ua

H-простори Сташефа. An-простори.
A∞-алгебри.
Операди, dg-операди, кооперади, dg-кооперади. Стандартні відомості з теорії категорій. Бар-

конструкція для операд, кобар-конструкція для кооперад.
Резольвенти операд і гомотопійні алгебри за Марклом. L∞-алгебри. Гомотопійні алгебри над

операдою за Ленстером.
Симпліціальні множини. ∞-категорії за Лурі та Жуаялем.
Підсумки.
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Критичні точки диференційовних відображень
Сергій Максименко

(Інститут математики НАН України, вул. Терещенківська, 3, Київ, 01004, Україна)
E-mail: maks@imath.kiev.ua

Добре відомо, що критичні точки диференційовних відображень між многовидами часто дають
інформацію про топологічні властивості як відображень так і самих многовидів. Яскравим при-
кладом є так звана лема Морса яка говорить, що для гладкої функції f :M → R на компактному
m-вимірному многовиді без краю, яка має лише так звані невироджені критичні точки (такі фун-
кції називають функціями Морса), має місце таке співвідношення:

χ(M) = c0 − c1 + c2 − · · ·+ (−1)mcm,

де ci —число критичних точок індексу i, а χ(M)—Ейлерова характеристика многовиду. Більш
того, мають місце нерівності Морса

rankHi(M,R) ≤ ci.

Іншими словами, ранги груп гомологій многовиду обмежують знизу числа критичних точок від-
повідних індексів довільної функції Морса на M . Зокрема, якщо група гомологій Hi(M,R) не-
тривіальна, то кожна функція Морса f : M → R матиме хоча б одну критичну точку індексу
i.

Мета цих лекцій розповісти про деякі базові результати про класифікації критичних точок та
розглянути їх застосування до вивчення топології многовидів. Ось список питань, про які йтиме-
ться в мова.

(1) Диференційовні многовиди та їх відображення. Простори джетів (струменів). Що таке h-
принцип.

(2) Дифеоморфізми многовидів та їх дії на просторах гладких відображень. Нормальні форми
критичних точок. Класифікація особливостей. Лема Морса. Прості особливості. Особли-
вості Уітні відображень поверхонь. Поняття корозмірності (кратності) критичних точок.
Теорема Тужрона про достатність струменів.

(3) Підготовчі теореми Вейєрштраса та Мальгранжа. Застосування до класифікації критичних
точок. Стійкі особливості.

ЛІТЕРАТУРА
[1] В. И. Арнольд, А. Н. Варченко, С. М. Гусейн-Заде, Особенности дифференцируемых отображений, 1, Мир, 1982.
[2] В. И. Арнольд, А. Н. Варченко, С. М. Гусейн-Заде, Особенности дифференцируемых отображений, 2, Мир, 1984.
[3] М. Голубицкий, В. Гийемин, Устойчивые отображения и их особенности, Мир, 1977.
[4] М. Громов, Дифференцальные соотношения с частными производными. - М.: Мир. 1990.
[5] Н. М. Мишачев, Я. М. Элиашберг, Введение в h-принцип. - М.: Московский центр непрерывного математического

образования, 2004.
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Аналог теореми Гана для диференційовних за Фреше функцій
В.К. Маслюченко

(м. Чернівці, Чернівецький національний університет імені Юрія Федьковича)
E-mail: v.maslyuchenko@chnu.edu.ua

В.С. Мельник
(м. Чернівці, Чернівецький національний університет імені Юрія Федьковича)

E-mail: windchange7@gmail.com

Австрійський математик Г. Ган у своїй статті 1917 року [1] довів таку теорему: для метричного
простору X, напівнеперервної зверху функції g : X → R і напівнеперервної знизу функції h : X →
R, таких, що g(x) ≤ h(x) на X, існує така неперервна функція f : X → R, що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на
X. Ж. Д’єдонне [2] переніс теорему Гана на паракомпактні простори, а Г. Тонґ [3] і М. Катетов [4]
показали, що ця теорема є характеристичною для нормальності в класі T1-просторів. Окрім того,
теорема Гана має застосування в теорії наближень.

В останній час з’явилися нові аналоги та модифікації теореми Гана про проміжну функцію,
зокрема, ті з них, що стосуються існування нескінченно диференційовних проміжних функцій на
замкнених паралелепіпедах в Rn чи на сепарабельних гільбертових просторах [5]. Тут ми продов-
жимо дані дослідження, розглянувши властивість диференційовності за Фреше.

Нагадаємо деякі означення:
Означення 1. Відображення f : X → Y називається диференційовним за Фреше у точці x з X,
якщо існує такий оператор A з L(X,Y ), що

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)−Ah

||h||
= 0.

Такий оператор визначається однозначно, він називається похідною Фреше відображення f у точці
x і позначається символом f ′(x).
Означення 2. Дійсний банаховий простір X називається асплундовим [17, с. 27], якщо для до-
вільного його сепарабельного підпростору L спряжений з ним простір L∗ теж сепарабельний.

Використовуючи результат про те, що існування в сепарабельному банаховому просторі дифе-
ренційовної за Фреше при x ̸= 0 еквівалентної до вихідної норми еквівалентне його асплундовості
(результат з [6]) ми доводимо наступні результати.
Лема 3. Нехай (X, || · ||)—дійсний банаховий простір з диференційовною при x ̸= 0 нормою || · ||,
x0 ∈ X і 0 < r < R. Тоді існує диференційовна функція f : X → [0, 1], така, що f(x) = 1 на B[x0, r],
suppf = B(x0, R) і ||f ′(x)|| ≤ M

R−r на X.

Тут I =
1∫

−1

e
1

t2−1dt і M = 2
eI .

Використовуючи сепарабельність простору X, для довільної обмеженої множини G ⊂ X мо-
жна побудувати диференційовну за Фреше функцію f з носієм suppf = G. З цих результатів,
використовуючи розбиття одиниці, отримаємо наступне:
Теорема 4. Нехай X—сепарабельний асплундовий простір, g : X → R—напівнеперервна зверху,
а h : X → R—знизу, такі, що g(x) < h(x) на X. Тоді існує така диференційовна за Фреше функція
f : X → R, що g(x) < f(x) < h(x).
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Топологія функцій та їх деформацій на поверхнях з межею
Олександр Пришляк

(Київський національний університет імені Тараса Шевченка)
E-mail: prishlyak@yahoo.com

Ми розглядаємо гладкі функції на компактних орієнтованих поверхнях з непорожньою межею.
Серед таких функцій прості m-функції утворюють відкриту скрізь щільну множину. Вони також є
структурно стійкими. Для них ми будуємо як локальні інваріанти (прості або складності 0 атоми),
а також глобальний інваріант (граф Ріба). Будуть описані їх топологічні властивості. Також будуть
побудовані всі орієнтовані атоми складності 1.

Розглядаються деформації загального положення, що є шляхами у просторі гладких функцій.
Кожна така деформація за виключенням скінченого числа значень параметра (що відповідають
особливостям) складається з m-функцій. Особливості деформації бувають трьох типів:

1) вироджена внутрішня або гранична точка,
2) невироджена критична точка не межі,
3) деформація атома складності 1 до простої m-функції.

Для кожної такої деформації буде описана перебудова графа Ріба.
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Про нові матричні представлення алгебри Кліффорда та
алгебри SO(8), корисні у квантовій теорії поля

Симулик Володимир Михайлович
(Інститут електронної фізики НАН України, вул. Університетська 21, 88000 м. Ужгород, Україна)

E-mail: vsimulik@gmail.com

Матричні представлення алгебри Кліффорда (про алгебру Кліффорда див., наприклад, [1, 2])
мають важливі прикладні застосування у сучасній теоретичній фізиці. Перш за все у релятивіст-
ській квантовій механіці та квантовій теорії поля.

Нагадаємо, що одним із основних об’єктів цих важливих сучасних моделей фізичної реальності
є рівняння Дірака (про рівняння Дірака та спінорне поле див., наприклад, [3]), яке описує дублет
частинка-античастинка спінів s = (1/2, 1/2) або, іншими словами, дублет ферміон-антиферміон зі
спінами одна друга.

Найбільш відомою і корисною (а також історично першою) є форма запису цього матрично-
диференціального рівняння першого порядку за допомогою гамма-матриць Дірака γµ, (µ = 0, 1, 2, 3),
які реалізують 16-вимірне матричне представлення алгебри Кліффорда Cl�(1,3) над полем ком-
плексних чисел. У роботах [4, 5] 16 елементів представлення Кліффорда-Дірака алгебри Cl�(1,3)
зв’язані з ортами алгебри SO(3,3), а у наших роботах [6–10] – з ортами алгебр SO(1,5) та SO(6).
Таким чином, доведено, що одні і ті ж самі 15 неодиничних елементів задають як представлення
алгебри Cl�(1,3), так і представлення алгебри SO(1,5) (аналогічно для SO(6)).

Представлення оператора рівняння D ≡ iγµ∂µ −m, а також багатьох інших операторів кванто-
ваного спінорного поля, у термінах гамма-матриць Дірака дозволяє безпосередньо використовува-
ти антикомутаційні співвідношення між операторами алгебри Кліффорда-Дірака для знаходжен-
ня симетрій, розв’язків, законів збереження (інтегралів руху), виконання процедури канонічного
квантування та розрахунків процесів взаємодій у квантово-польових моделях. Важливо, що вико-
ристання алгебри Кліффорда суттєво спрощує розрахунки.

Окрім рівняння Дірака, гамма-матричні представлення алгебри Кліффорда-Дірака широко ви-
користовуються у діракоподібних рівняннях для полів довільних спінів Баба [11], Баргмана-Вігнера
[12], Раріти-Швінгера (для поля, що відповідає спіну 3/2 [13]), для рівняння Іваненко-Ландау-
Дірака-Кейлера, див., наприклад, [14], яке описує як ферміони спіну 1/2, так і бозони спіну 1, а
також у нових рівняннях для полів довільних спінів, запроваджених у розгляд нещодавно [15–17].
Таким чином, як бачимо, використання алгебри Кліффорда у квантовій теорії поля значно ширше,
ніж аналіз добре відомого рівняння Дірака та відповідного йому 4-компонентного спінорного поля.

Очевидно, що актуальною є задача пошуку більш широких ніж 16-вимірна Cl�(1,3) та 15-вимірна
SO(1,5) алгебри, матричні предсталення яких у термінах гамма-матриць могли би мати викори-
стання як у відомих моделях квантової теорії поля, так і для побудови принципово нових моделей.
Така задача ставилась і вирішувалась у наших роботах [6–10], де були знайдені нові 64-вимірні
матричні представлення алгебри Кліффорда ClR(0,6) та ClR(4,2), а також 28-вимірне представле-
ння алгебри SO(8), над полем дійсних чисел. На відміну від відомого матричного представлення
алгебри SO(1,5), 15 елементів якого з точністю до коефіцієнта 1/2 співпадають з 15 неодиничними
елементами представлення алгебри Кліффорда Cl�(1,3) і задають також і 16-вимірне представлен-
ня цієї алгебри Кліффорда, знайдені нами 64-вимірні матричні представлення алгебр Кліффорда
ClR(0,6) та ClR(4,2) не співпадають суттєво з 28-вимірним представленням алгебри SO(8). Орти
(28 неодиничних елементів) алгебри SO(8) не утворюють алгебру Кліффорда навіть якщо додати
одиничний елемент. Для того, щоб орти знайденого нами представлення алгебри SO(8) реалізу-
вали те чи інше представлення алгебри Кліффорда, іх необхідно принципово доповнити новими
елементами. Таким чином, приходимо до 64-вимірних матричних представлень алгебр Кліффорда
ClR(0,6) та ClR(4,2) над полем дійсних чисел, що були знайдені нами раніше, див. [6–10].

На основі нових представлень згаданих алгебр у роботах [6–10] доведено наявність у стандартно-
го рівняння Дірака не лише ферміонних, але і бозонних симетрій, розв’язків та законів збереження.
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Тобто доведено Фермі-Бозе дуалізм цього рівняння. Далі, у роботах [15–17] вказано на Фермі-Бозе
дуалізм також і діракоподібних рівнянь для вищих спінів.

У лекції, яка пропонується, дається авторський розгляд нових представлень алгебри Кліффорда
та алгебри SO(8), історії та основних принципів їх знаходження, а також їх практичного застосу-
вання до актуальних задач релятивістської квантової механіки та квантової теорії поля.

Математичний формалізм та явний вигляд реалізацій ClR(0,6) та ClR(4,2) представлень алгебр
Кліффорда над полем дійсних чисел, а також детальний опис представлення алгебри SO(8), легко
знайти у роботах [6–10, 15–17]. Відносно наступних застосувань певний інтерес викликає аналогі-
чний розгляд супер-алгебри Кліффорда в суперпросторі Мінковського.

Тут, для наочності, лише коротко нагадаємо, що 7 γµ матриць{
γ1, γ2, γ3, γ4 = γ0γ1γ2γ3, γ5 = γ1γ3Ĉ, γ6 = iγ1γ3Ĉ, γ7 = iγ0

}
, (1)

де Ĉ – оператор комплексного спряження, задовольняють анткомутаційним співвідношенням

γAγB + γBγA = −2δAB, A,B = 1, 7. (2)
для генераторів алгебри Кліффорда. Оскільки лінійно незалежними є лише 6 із них, γ4 = −iγ7γ1γ2γ3,
то маємо представлення ClR(0,6) розмірності 26 = 64.

Оператори (1) породжують також 28 ортів

sĀB̄ = {sAB =
1

4
[γA, γB], sA8 = −s8A =

1

2
γA}, Ā, B̄ = 1, 8, (3)

які задовольняють комутаційним співвідношенням алгебри SO(8)

[sĀB̄, sC̄D̄] = δĀC̄sB̄D̄ + δC̄B̄sD̄Ā + δB̄D̄sĀC̄ + δD̄ĀsC̄B̄. (4)
Зрозуміло, що таке представлення SO(8) є алгеброю над полем дійсних чисел. Зрозуміло також, що
28 елементів SO(8) не утворюють алгебру Кліффорда і не являються підалгеброю жодної алгебри
Кліффорда.

У наших роботах [6–10] інтерпретація даного представлення алгебри SO(8) не була досконалою,
однак цей недолік виправлено у [15–17], особливо у [18, 19] і тут, у цьому короткому повідомленні.

Автор щиро вдячний проф. А.К. Прикарпатському за корисні зауваження щодо класифікації
алгебр Кліффорда над полем дійсних чисел у минулому та слушні пропозиції щодо подальшого
застосування розробленого математичного апарату на майбутнє.
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Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-періодичних функцій зі стандартними нормами ∥ · ∥C
і ∥ · ∥p. Позначимо через Cψ

β̄,2
множину всіх 2π-періодичних функцій f , які зображуються за

допомогою згортки

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫
−π

φ(x− t)Ψβ̄(t)dt, a0 ∈ R, φ ∈ B0
2 = {φ ∈ L2 : ∥φ∥2 ≤ 1, φ ⊥ 1}, (1)

з фіксованим твірним ядром Ψβ̄ ∈ L2, ряд Фур’є якого має вигляд
∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt− βkπ

2

)
, де

ψ = ψ(k) i β̄ = βk, k = 1, 2, . . . , — послідовності довільних дійсних чисел. Якщо ψ(k) ̸= 0, k ∈ N,
то функцію φ у зображенні (1) називають (ψ, β̄)-похідною функції f і позначають fψ

β̄
(x). Поняття

(ψ, β̄)-похідної належить О. І. Степанцю [1]. При βk ≡ β, β ∈ R, класи Cψ
β̄,2

позначатимемо через
Cψβ,2. Якщо ψ(k) = k−r i βk ≡ r, r ∈ N, то класи Cψ

β̄,2
є відомими класами диференційовних функцій

W r
2 . Якщо ψ(k) = qk, 0 < q < 1, то класи Cψ

β̄,2
будемо позначати Cq

β̄,2
. При βk ≡ β, β ∈ R, Cq

β̄,2
є

відомими класами інтегралів Пуассона Cqβ,2. Зрозуміло, що умова включення Ψβ̄ ∈ L2 еквівалентна
наступній умові:

∞∑
k=1

ψ2(k) <∞. (2)

Нехай f ∈ C і S̃n(f ;x) — тригонометричний поліном порядку n, що інтерполює f(x) у
точках x

(n)
k = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n, тобто

S̃n(f ;x) =
a
(n)
0

2
+

n∑
k=1

(a
(n)
k cos kx+ b

(n)
k sin kx),

де a(n)k i b(n)k — коефіцієнти Фур’є–Лагранжа функції f (див.[2, c. 128-129]).
Pозглядається задача про знаходження точних значень величин

E(Cψ
β̄,2

; S̃n;x) = sup
f∈Cψ

β̄,2

|f(x)− S̃n(f ;x)|, n ∈ N. (3)

Теорема 1 ([3]). Нехай послідовність дійсних чисел ψ(k) задовольняє умову (2). Тоді для довільної
послідовності β̄ = βk, βk ∈ R, і довільного n ∈ N в кожній точці x ∈ R

E(Cψ
β̄,2

; S̃n;x) =
2√
π

 ∞∑
m=1

sin2 (2n+ 1)mx

2

m(2n+1)+n∑
k=m(2n+1)−n

ψ2(k)

1/2

.

Поряд з E(Cψ
β̄,2

; S̃n;x) розглянемо величини

E(Cψ
β̄,2

; S̃n)C = sup
f∈Cψ

β̄,2

∥f(·)− S̃n(f ; ·)∥C , n ∈ N. (4)
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Теорема 2 ([4]). Нехай n ∈ N, а послідовність дійсних чисел ψ(k) задовольняє умову (2) і така,

що послідовність αm = m
m(2n+1)+n∑

k=m(2n+1)−n
ψ2(k) є опуклою донизу. Тоді для довільної β̄ = βk, βk ∈ R,

E(Cψ
β̄,2

; S̃n)C = E(Cψ
β̄,2

; S̃n;
π

2n+1
) =

2√
π

 ∞∑
l=1

(2l−1)(2n+1)+n∑
k=(2l−1)(2n+1)−n

ψ2(k)

 1
2

.

Зауваження 3. Із означень (3) i (4) випливають очевидні співвідношення
E(Cψ

β̄,2
; S̃n;x) ≤ max

x∈R
E(Cψ

β̄,2
; S̃n;x) = E(Cψ

β̄,2
; S̃n)C .

Як випливає з теореми 2, опуклість донизу послідовності αm = m
m(2n+1)+n∑

k=m(2n+1)−n
ψ2(k) є достатньою

умовою того, що величини E(Cψ
β̄,2

; S̃n;x) (3) досягають значень E(Cψ
β̄,2

; S̃n)C рівно посередині між

вузлами інтерполяції, тобто при x =
π

2n+1
+

2jπ

2n+1
, j ∈ Z. Неважко переконатись, що при достатньо

великих n умову опуклості послідовності αm задовольняють ψ(k) = qk, q ∈ (0, 1). Утім, наступне
твердження показує, що для зазначених ψ(k) рівності

E(Cψ
β̄,2

; S̃n;
π

2n+1
) = E(Cψ

β̄,2
; S̃n)C , (5)

мають місце при всіх n ∈ N.
Теорема 4 ([4]). Нехай q ∈ (0, 1), β̄ = βk — довільна послідовність дійсних чисел і n ∈ N. Тоді

E(Cq
β̄,2

; S̃n)C = E(Cq
β̄,2

; S̃n;
π

2n+1
) =

2qn+1√
π(1− q2)(1 + q2(2n+1))

.

Наступне твердження показує, що (5) має місце і для ψ(k) = k−r, r > 1/2.

Теорема 5 ([4]). Нехай ψ(k) = k−r, r > 1/2, β̄ = βk — довільна послідовність дійсних чисел і
n ∈ N. Тоді

E(W r
β̄,2; S̃n)C = E(W r

β̄,2; S̃n;
π

2n+1
) =

2√
πΓ(2r)(2n+ 1)r

 1∫
0

ρ−n/(2n+1) ln2r−1 ρ−1

(1− ρ1/(2n+1))(1 + ρ)
dρ

1/2

,

де Γ(x) — гамма-функція.
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2-КНФ булевих функцій, які задають самодвоїсті топології на
скінченних множинах
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Стєганцева П.Г.
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Розглянемо деяку топологію τ на скінченній множині X = {x1, x2, ..., xn}. Сукупність доповнень
до елементів топології τ позначимо символом Cτ і назвемо доповненням топології τ . Очевидно, що
Cτ також є топологією на X.

Топологію τ на скінченній множині X можна задавати за допомогою булевої функції, а ко-
жна така булева функція має 2-КНФ вигляду (xi1 ∨ x̄i2)(xj1 ∨ x̄j2)...(xk1 ∨ x̄k2) [1]. Отже, задачу
дослідження топологій можна звести до задачі дослідження 2-КНФ булевих функцій.
Твердження 1. Якщо деяка 2-КНФ задає топологію τ , то 2-КНФ, отримана з неї заміною

xσi → xσ̄i , задає топологію Cτ .
Будемо позначати символами fτ і fCτ 2-КНФ топології τ та її доповнення Cτ відповідно.
Означення 1. 2-КНФ φ1 та φ2, які задають топології на множині X = {x1, x2, ..., xn}, називаю-

ться еквівалентними, якщо існує така бієкція f : X → X , що f(φ1) = φ2.
Означення 2. Топології τ і Cτ , а також відповідні їм 2-КНФ fτ та fCτ будемо називати взаємно

двоїстими. Якщо після переходу від fτ до fCτ виявиться, що fτ та fCτ еквівалентні, то кожну з них
будемо називати самодвоїстою 2-КНФ, а відповідні їм гомеоморфні топології – самодвоїстими.
Означення 3. Максимальною 2-КНФ булевої функції, яка задає топологію на множині X, на-

зивається така 2-КНФ, в яку з будь-якою парою диз’юнкцій xi ∨ x̄j та xj ∨ x̄k входить і диз’юнкція
xi ∨ x̄k, де i, j, k = 1, n.
Твердження 2. Топології τ1 і τ2 гомеоморфні тоді і лише тоді, коли відповідні їм максимальні

2-КНФ еквівалентні.
Означення 4. Кратністю змінної xi в топології на X назвемо число, яке дорівнює кількості

входжень цієї змінної в 2-КНФ булевої функції, яка задає топологію. Будемо позначати кратність
змінної xi символом ri. Аналогічно r̄i – кратність x̄i в 2-КНФ.

З’ясуємо, коли 2-КНФ і відповідна їй топологія є самодвоїстими.
Твердження 3. Нехай fτ – максимальна 2-КНФ булевої функції, яка задає топологію τ . Мно-

жину змінних можна розбити на пари xi, x̄j так, що їх кратності однакові, тобто ri = r̄j , тоді і
лише тоді, коли τ – самодвоїста топологія.

Істотні та неістотні (фіктивні) змінні булевої функції f(x1, x2, ..., xn), що задає топологію τ на
множині X = {x1, x2, ..., xn}, будемо називати істотними та неістотними змінними топологічного
простору (X, τ). Наступне твердження пов’язує ці поняття з поняттям гомеоморфних топологій.
Твердження 4. Якщо топології τ1 і τ2 гомеоморфні, то вони мають однакову кількість істотних

змінних.
Зрозуміло, що одну з еквівалентних 2-КНФ булевої функції, що задає топологію, можна скон-

струювати з диз’юнкцій виду xi ∨ x̄j , де i < j, i, j = 1, n. Загальна кількість таких диз’юнкцій
дорівнює C2

n. Задання топологій на скінченних множинах булевими функціями дозволяє виділяти
класи топологій за такими ознаками, як кількість істотних змінних, визначена кількість диз’юнкцій
в 2-КНФ та ін.
Твердження 5. Мінімальна кількість диз’юнкцій в 2-КНФ булевої функції від n ≥ 2 змінних,

що задає топологію на n-елементній множині і має n істотних змінних, обчислюється за формулою
D(n) = [12(n+ 1)].

Наприклад, при n = 3 така 2-КНФ має вигляд (x1 ∨ x̄3)(x2 ∨ x̄3), а самодвоїстими 2-КНФ із
вказаною властивістю є (x1 ∨ x̄3)(x2 ∨ x̄4) при n = 4 або (x1 ∨ x̄3)(x2 ∨ x̄4)(x5 ∨ x̄6) при n = 6.
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m-опуклі множини та задача про тінь
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Означення 1. Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою, якщо для довільної точки x ∈ Rn \ E,
m > 0, якщо знайдетьсяm-вимірна площина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L, і не перетинає
дану множину, L

∩
E = ∅.

Справедливе твердження, що перетин довільної кількості m-опуклих множин є m-опуклою мно-
жиною. Тому для довільної множини E ⊂ Rn ми можемо розглядати мінімальну m-опуклу мно-
жину, яка містить E, і називати її m-опуклою оболонкою множини E.
Означення 2. m-опуклий перетин всіх m-опуклих множин, які містять задану множину E ⊂ Rn,
називається m-опуклою оболонкою множини E.

Частковим випадком належності точки 1-опуклій оболонці об’єднання деякого набору куль є
задача про тінь, поставлена Г. Худайбергановим у 1982 році [4].
Задача про тінь. Знайти мінімальну кількість попарно неперетинних замкнених (відкритих)

куль в просторі Rn з центрами на сфері Sn−1 та радіусами, меншими від радіуса сфери, таких,
щоб довільна пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих куль.

Іншими словами цю задачу можна сформулювати так: яка мінімальна кількість попарно непе-
ретинних замкнених (відкритих) куль в просторі Rn з центрами на сфері Sn−1 та радіусами,
меншими від радіуса сфери, забезпечить належність центра сфери 1-опуклій оболонці сім’ї цих
куль?

При n = 2 ця задача була розв’язана Г. Худайбергановим. Він показав, що для кола на площині
двох кругів необхідно і достатньо для створення тіні в центрі кола.
Теорема 3. Для того щоб центр (n − 1)-сфери в n-вимірному евклідовому просторі при n > 2
належав 1-опуклій оболонці сім’ї попарно неперетинних відкритих (замкнених) куль з радіуса-
ми, величини яких не перевищують (менші) радіуса сфери, та з центрами на сфері, необхідно і
достатньо (n+ 1)-ї кулі.
Означення 4. Множина E ⊂ Rn називається m-напівопуклою, якщо для довільної точки x ∈
Rn \ E, m > 0, якщо знайдеться m-вимірна півплощина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L, і
не перетинає дану множину, L

∩
E = ∅.

Оскільки перетин довільної кількості m-напівопуклих множин є m-напівопуклою множиною, то
для довільної множини E ⊂ Rn завжди знайдеться мінімальна m-напівопукла множина, яка є
перетином всіх m-напівопуклих множин, які містять Е.
Означення 5. m-напівопуклий перетин всіхm-напівопуклих множин, які містять задану множину
E ⊂ Rn, називається m-напівопуклою оболонкою множини E.

Розглянемо аналог задачі про тінь для напівопуклості, яка є частковим випадком належності
точки 1-напівопуклій оболонці деякої сім’ї куль.

Яка мінімальна кількість попарно неперетинних замкнених (відкритих) куль з центрами на
сфері Sn−1 та радіусами, меншими (які не перевищують) від радіуса сфери, достатня для того,
щоб довільний промінь, який виходить з центра сфери, перетинав хоча б одну з цих куль?

Наступна теорема дає розв’язок цієї задачі для випадку n = 2.
Теорема 6. Для того, щоб центр кола S1 ⊂ R2 належав 1-напівопуклій оболонці сім’ї попарно
неперетинних відкритих (замкнених) кругів з радіусами, які не перевищують (менші) радіуса
кола, та з центрами на цьому колі, необхідно і достатньо трьох кругів.
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Наступна теорема дає достатні умови належності центра сфери 1-півопуклій оболонці сім’ї куль
з центрами на цій сфері.
Теорема 7. Для того, щоб центр двовимірної сфери в тривимірному евклідовому просторі нале-
жав 1-напівопуклій оболонці сім’ї попарно неперетинних відкритих (замкнених) куль з радіусами,
які не перевищують (менші) радіуса сфери, та з центрами на сфері, достатньо десяти куль.

Розглянемо аналоги m-опуклих множин в комплексному та гіперкомплексному просторах.
Означення 8. Множина E ⊂ Cn (Hn) називається m-комплексно (m-гіперкомплексно) опуклою,
якщо для довільної точки x ∈ Cn \ E(x ∈ Hn \ E), m > 0, якщо знайдеться m-вимірна комплексна
(гіперкомплексна) площина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L, і не перетинає дану множину,
L
∩
E = ∅.

Аналогічно дійсному випадку для довільної множини E ⊂ Cn(Hn) можна розглядати мінімальну
m-комплексно (m-гіперкомплексно) опуклу множину, яка містить E і називати її
m-комплексною (m-гіперкомплексною) оболонкою множини Е.

Ю. Б. Зелінським [1] була сформульована задача про тінь в комплексному та гіперкомплексному
просторах. Яка мінімальна кількість попарно неперетинних замкнених куль з центрами на сфері
S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та радіусами, меншими від радіуса сфери, достатня, щоб довільна ком-
плексна (гіперкомплексна) пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих
куль (тобто для того, щоб центр сфери належав 1-комплексній чи 1-гіперкомплексній оболонці цих
куль)? І встановлено, що в комплексному (гіперкомплексному) просторі при n = 2 для створення
тіні необхідно і достатньо дві кулі.
Теорема 9. Для того, щоб центр сфери в n-вимірному комплексному (гіперкомплексному) евклі-
довому просторі Cn (Hn), n ≥ 3, належав 1-комплексній (1-гіперкомплексній) оболонці сім’ї попар-
но неперетинних відкритих (замкнених) куль з центрами на сфері
S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та з радіусами, меншими від радіуса сфери, достатньо 2n (4n − 2)
куль.
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Про класифікацію бінарно-тернарних квазігрупових
нетривіальних функційних рівнянь довжини три

А. В. Тарасевич
(Хмельницький національний університет, Хмельницький, Україна)
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Нехай Q—довільна множина. Двомісною оборотною функцією (бінарною квазігрупою або 2-
квазігрупою) [1], яка визначена на Q, називають відображення f : Q2 → Q, для якого існують
бінарні функції f1 і f2, такі, що для всіх x, y ∈ Q виконуються первинні тотожності:

f(f1(x, y), y) = x, f1(f(x, y), y) = x, f(x, f2(x, y)) = y, f2(x, f(x, y)) = y. (1)
Тримісною оборотною функцією (тернарною квазігрупою або 3-квазігрупою) [5], яка визначена

на Q, називають відображення g : Q3 → Q, для якого існують тернарні функції g1, g2, g3, такі, що
для всіх x, y, z із Q виконуються первинні тотожності:

g(g1(x, y, z), y, z) = x, g(x, g2(x, y, z), z) = y, g(x, y, g3(x, y, z)) = z,
g1(g(x, y, z), y, z) = x, g2(x, g(x, y, z), z) = y, g3(x, y, g(x, y, z)) = z. (2)

Під функцiйним рівнянням (див. [4]) розумiємо рівність двох термів, яка містить функційні
і предметні змінні, до того ж усі предметнi змiннi зв’язані кванторами загальності. Функційні
рівняння, які розглядаються, не містять ні функційних, ні предметних сталих. Функційне рівняння
називається:

• узагальненим, в якому усі функційні змінні попарно різні;
• квазігруповим, якщо його розв’язки розглядаються на множині оборотних функцій;
• тривіальним, якщо його розв’язки спричинюють одноелементність базової множини;
• бінарно-тернарним, якщо серед його функційних змінних є i бінарні, і тернарні;
• квадратичним, якщо його кожна предметна змінна має точно дві появи у рівнянні.

Функційною довжиною [2] функційного рівняння називаємо кількість появ функційних змінних
у рівнянні. Предметним типом функційного рівняння від n предметних змінних називають набір
(a1, a2, . . . , an), де ai —кількість появ у рівнянні i-тої предметної змінної при лексикографічному
порядку, а n—кількість різних незалежних предметних змінних. Загальна кількість всіх появ
предметних змінних у рівнянні залежить від арності функційної змінної та функційної довжини
рівняння. Оскільки ми розглядаємо узагальнені квазігрупові бінарно-тернарні функційні рівняння
довжини три, то такі рівняння можуть мати:

1) дві бінарних та одну тернарну;
2) одну бінарну та дві тернарних функційних змінних.

В першому випадку загальна кількість появ предметних змінних – 6, а в другому випадку –
7. Оскільки розглядаються нетривіальні функційні рівняння, то, в залежності від кількості появ
різних незалежних предметних змінних, в цих випадках можливі такі предметні типи рівнянь:

1) (6, 0, 0), (4, 2, 0), (3, 3, 0), (2, 2, 2);
2) (7, 0, 0), (5, 2, 0), (4, 3, 0), (3, 2, 2).

Функційні рівняння називають парастрофно-первинно рівносильними [2], [6], якщо від одного рів-
няння до іншого можна перейти за скінчену кількість застосувань первинних тотожностей (1) і
(2). Множини розв’язків парастрофно-первинно рівносильних рівнянь мають залежність між со-
бою, тобто маючи множину розв’язків одного рівняння можна легко виписати множину розв’язків
парастрофно-первинно рівносильного до нього рівняння [3]. Враховуючи цю залежність, дано кла-
сифікацію відповідних функційних рівнянь на множині Q з точністю до відношення парастрофно-
первинної рівносильності.
Лема 1. Кожне узагальнене нетривіальне квадратичне бінарно-тернарне квазігрупове функцій-
не рівняння довжини три парастрофно-первинно рівносильне принаймні одному з таких трьох
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функційних рівнянь:
F1(F2(x, x), y) = G(y, z, z), (3)

F1(F2(x, y), x) = G(y, z, z), (4)

F1(F2(x, y), z) = G(x, y, z). (5)

Лема 2. Кожне узагальнене нетривіальне бінарно-тернарне квазігрупове функційне рівняння
довжини три предметного типу (2, 2, 3) парастрофно-первинно рівносильне принаймні одному з
таких 12-ти функційних рівнянь:

F (x, x) = G1(G2(y, y, z), z, z), (6) F (x, y) = G1(G2(x, y, z), z, z), (7)

F (x, y) = G1(G2(y, z, z), x, z), (8) F (x, z) = G1(G2(x, y, y), z, z), (9)

F (x, z) = G1(G2(x, y, z), y, z), (10) F (x, z) = G1(G2(y, y, z), x, z), (11)

F (x, x) = G1(G2(z, z, z), y, y), (12) F (x, y) = G1(G2(z, z, z), x, y), (13)

F (x, x) = G1(G2(y, z, z), y, z), (14) F (x, z) = G1(G2(x, z, z), y, y), (15)

F (z, z) = G1(G2(x, y, y), x, z), (16) F (z, z) = G1(G2(x, y, z), x, y). (17)

Нехай (Q; +)—абелева група, α1, α2, β1, β2, γ1, γ2, γ3, δ1, δ2, δ3 —автоморфізми цієї групи; 0—
її нейтральний елемент, бінарні функції f1, f2 та тернарні функції g1,g2 лінійні над групою (Q; +):

f1(x, y) = α1x+ a+ β1y, f2(x, y) = α2x+ b+ β2y,

g1(x, y, z) = γ1x+ γ2y + γ3z + c, g2(x, y, z) = δ1x+ δ2y + δ3z + d.
(18)

Теорема 3. Трійка функцій (f1, f2, g1), які лінійні над групою (Q; +) та визначені рівностями
(18), є розв’язком функційного рівняння:

(3) тоді і тільки тоді, коли α1b = c− a, γ2 = −γ3, β1 = γ1, α2 = −β2;
(4) тоді і тільки тоді, коли α1b = c− a, γ1 = α1β2, γ2 = −γ3, α1α2 = −β1;
(5) тоді і тільки тоді, коли α1b = c− a, β1 = γ3, γ2 = α1β2, α1α2 = γ1.

Теорема 4. Трійка функцій (f1, g1, g2), які лінійні над групою (Q; +) та визначені рівностями
(18), є розв’язком функційного рівняння:

(6) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, γ1δ3 = −γ2 − γ3, δ1 = −δ2, α1 = −β1;
(7) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, γ2 = −γ3 − γ1δ3, β1 = γ1δ2, α1 = γ1δ1;
(8) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, γ3 = −γ1δ2 − γ1δ3, β1 = γ1δ1, α1 = γ2;
(9) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, β1 = γ2 + γ3, δ2 = −δ3, α1 = γ1δ1;

(10) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, β1 = γ1δ3 + γ3, γ2 = −γ1δ2, α1 = γ1δ1;
(11) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, β1 = γ1δ3 + γ3, δ1 = −δ2, α1 = γ2;
(12) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, δ1 = −δ2 − δ3, γ2 = −γ3, α1 = −β1;
(13) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, δ1 = −δ2 − δ3, β1 = γ3, α1 = γ2;
(14) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, γ3 = −γ1δ2 − γ1δ3, γ2 = −γ1δ1, α1 = −β1;
(15) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, β1 = γ1δ2 + γ1δ3, γ3 = −γ2, α1 = γ1δ1;
(16) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, α1 = γ3 − β1, δ2 = −δ3, γ2 = −γ1δ1;
(17) тоді і тільки тоді, коли a = γ1d+ c, α1 = γ1δ3 − β1, γ3 = −γ1δ2, γ2 = −γ1δ1.
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Означення 1. Ермітовий многовидMn, має назву локально конформно-келерового многовиду (ко-
ротше, ЛКК-многовиду), якщо існує відкрите покриття U =

{
Uα

}
α∈A многовиду M та система

Σ = {σα : Uα → R}α∈A
гладких функцій таких, що

{
J |Uα , ĝα = e−2σαg|Uα

}
– келерова структура для будь якого α ∈ A.

Перехід від метрики g|Uα до метрики e−2σαg|Uα має назву локально конформного перетворення
структури. Функція σ має назву визначальною функцією конформного перетворення[2].

На ЛКК-многовиді глобально визначено форма Лі(Lee):

ω =
2

n− 2
δΩ ◦ J

Для ЛКК-многовиду симетричною F -зв’язністю є, очевидно, зв’язність Вейля, компоненти якої
можна обчислити за формулою:

Γ̂kij = Γkij −
1

2

(
δki ωj + δkj ωi − ωkgij

)
.

Тут символом Γkij позначено компоненти зв’язності Леві-Чівіта, узгодженої з ЛКК-метрикою gij .
Але, зв’язність Вейля Γ̂ не є єдиною F -зв’язністю ЛКК-многовиду. Наприклад, симетричну F -
зв’язність, можна побудувати таким чином[1]:

Γ
k
ij = Γkij + P kij ,

де P kij – тензор афіної деформації:

P kij = −1

4
(∇jJ

u
i +∇iJ

u
j )J

k
u +

1

4
(∇jJ

k
u −∇uJ

k
j )J

u
i . (1)

Символом ∇ позначено коваріантну похідну у зв’язності Леві-Чівіта, узгодженої з ЛКК-метрикою.
Враховуючи, що на ЛКК-многовиді

∇jJ
k
i =

1

2

(
δkj J

t
iωt − ωhJij − Jkj ωi + Jkt ω

tgij
)
,

з (1) отримуємо:
P kij = −1

4

(
δkj ωi + δkj ωj + Jkj J

t
iωt + Jki J

t
jωt − 2ωkgij

)
. (2)

Тензори Рімана зв’язності Леві-Чівіта Γkij та отриманої F -зв’язності Γkij пов’язані наступним чином:

R
h
ijk = Rhijk +∇jP

k
ik −∇kP

h
ij + P tikP

h
tj − P tijP

h
tk,

де P hij визначено формулою (2). Метрику gij , з якою э узгоджена отримана F -зв’язність, можна
отримати, розв’язавши систему диференціальних рівнянь:

∇kgij = −1

4

(
2ωkgij + ωjgik + ωigkj + J tjωtJ

t
kgti + J tiωtJ

t
kgtj − 2ωtgkjgti − 2ωtgkigtj

)
. (3)
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При виконанні умов додатної визначеності gij , та ермітовості
gtsJ

t
iJ

s
j = gij ,

розв’язок лінійної системи (3) є локально келеровою метрикою. Умови інтегровності системи (3)
мають вигляд:

gtiR
t
jkl + gtjR

t
ikl = 0.
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Означення 1. Ріманові многовиди (Vn, g) и (V n, g) знаходяться у конформній відповідності, якщо
їх метрики пов’язані співвідношенням [1]:

gij(x) = e2φ(x)gij(x),

де φ(x)—деякий інваріант.
У роботі [3] доведено теорему.

Теорема 2. Якщо (Mn, g) та (M
n
, g), (n > 3) знаходяться у конформній відповідності, так,

що узагальнений тензор Ейнштейна Eij = Rij − κRgij зберігається при відображенні, причому,
κ ̸= 1

n , то функція φ, що породжує відображення, має задовольняти системі диференціальних
рівнянь:

∇jφi = φiφj −
1

2
gij∆1φ,

умови інтегровності якої, мають вигляд:
φαR

α
ijk = 0.

При цьому, тензор Рімана Rhijk, тензор Річчі Rij, добуток Rgij також є інваріантними.

Звідси легко випливає, що інваріантність тензору Рімана є необхідною та достатньою умовою
інваріантності тензору Eij = Rij − κRgij .

Нами отримано наслідок для локально конформно-келерових многовидів.
Наслідок 3. Якщо ЛКК-многовиди (Mn, J, g) и (M

n
, J, g) знаходяться у конформній відповідно-

сті так, що узагальнений тензор Ейнштейна Eij = Rij − κRgij зберігається при відображенні,
причому, κ ̸= 1

n , то тензори:
∗
P ij

def
= −1

2
ωi,j −

1

4
ωiωj +

1

8
||ω||2gij ;

∗
Q
h

ijk
def
= δhj

(1
2
ωi,k +

1

4
ωiωk −

1

4
||ω||2gik

)
−

− δhk
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
+

+
(1
2
ωh,j +

1

4
ωhωj

)
gik −

(1
2
ωh,k +

1

4
ωhωk

)
gij ;

будуть інваріантними.
Тут, літерою ω позначено форму Лі (Lee) ЛКК-многовиду:

ω =
2

n− 2
δΩ ◦ J

Також, нами доведені теореми.
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Теорема 4. Простори (Mn, g) (n > 2) що є рекурентними(зокрема, симетричними), з тензором
кривини тотожно не рівним нулю, а також, простори Ейнштейна, що не є Річчі-плоскими,
не дозволять таких конформних відображень що лишають узагальнений тензор Ейнштейна
Eij = Rij − κRgij, (κ ̸= 1

n) інваріантним.
Також, стосовно компактних многовидів є справедливою така теорема.

Теорема 5. Компактні многовиди (Mn, g) (n > 2) не дозволяють таких конформних відображень
що лишають узагальнений тензор Ейнштейна Eij = Rij − κRgij, (κ ̸= 1

n) інваріантним.
Зазначимо, стосовно ріманових многовидів, деякі подібні результати були отримані у [2].
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Пусть D и D′ – области в Rn, n ⩾ 2. Напомним, что внутренней дилатацией отображения
f : D → D′, имеющей все первые частные производные в точке x, называется величина

KI(x, f) =


|Jf (x)|
l(f ′(x))n Jf (x) ̸= 0,

1 f ′(x) = 0,

∞ в остальных точках,
(1)

где Jf (x) — якобиан отображения f , l (f ′(x)) = min
h∈Rn,|h|=1

|f ′(x)h|.

Функция φ : D → R имеет конечное среднее колебание в точке x0 ∈ D если

lim
ε→0

1

m(D(x0, ε))

∫
D(x0,ε)

|φ(x)− φε| dm(x) < ∞,

где
φε =

1

m(D(x0, ε))

∫
D(x0,ε)

φ(x) dm(x) =
1

|D(x0, ε)|

∫
D(x0,ε)

φ(x) dm(x)

— среднее значение функции φ(x) по D(x0, ε) = D
∩
B(x0, ε), ε > 0.

Теорема 1. Пусть D и D′ — ограниченные области со слабо плоскими границами в Rn, n ⩾ 2, и
пусть f : D → D′ — гомеоморфизм класса Соболева W 1,n−1

loc с KI ∈ L1
loc(D). Если KI(x, f) имеет

конечное среднее колебание в каждой граничной точке области D, то f имеет гомеоморфное
продолжение f : D → D′.

Определение слабо плоской границы см. в [1] стр. 74.
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Динамические системы (потоки и каскады) в метрическом пространстве convRn естественным
образом возникают в теории управления, теории дифференциальных уравнений с многозначными
правыми частями, теории устойчивости систем с неточными значениями параметров. В работе [1]
рассматривались вопросы устойчивости разностных уравнений с разностным оператором Хуку-
хары в пространстве convRn. В частности, там установлены общие теоремы метода сравнения и
прямого метода Ляпунова применительно к этому классу уравнений. В работах [2, 3] исследован
вопрос об устойчивости по двум мерам дискретных динамических систем в пространстве convRn.

В пространстве convRn рассмотрим дискретную динамическую систему
X = AX + ψ(V [X])B, (1)

где X ∈ convRn, A ∈ L(Rn), ψ ∈ C1(R+;R+), B ∈ convRn. Предположим, что оператор A удовле-
творяет условию Aq = βI при некоторых натуральном q и положительном β. Пусть существует
изолированная неподвижная точка X∗ ∈ convRn ДДС (1), которая определяется из уравнения

X∗ = AX∗ + ψ(V [X∗])B.

Определение 2.1. Неподвижная точка X∗ ∈ convRn дискретной динамической системы (1)
называется:

(1) устойчивой по Ляпунову, если для любого ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0 такое, что из
неравенства dH(X0, X

∗) < δ следует, что sup
p∈Z+

dH(Xp, X
∗) < ε;

(2) асимптотически устойчивой по Ляпунову, если она устойчива и существует положительное
число ρ такое, что при всех X0 ∈ convRn, dH(X0, X

∗) < ρ выполняется равенство dH(Xp, X
∗) → 0

при p→ ∞.
Пусть

δX = hX − hX∗ ∈ C(Sn−1), δX = hX − hX∗ ∈ C(Sn−1).

Используя результаты работы А.Д. Александрова [4] доказано, что уравнение в вариациях в окрест-
ности неподвижной точки X∗ ∈ convRn является разностным уравнением в банаховом простран-
стве C(Sn−1) и имеет вид

δX = ZδX + o(∥δX∥C(Sn−1)), ∥δX∥C(Sn−1) → 0. (2)
Здесь действие оператора Z на функции f ∈ C(Sn−1) определяется следующим образом

(Zf)(x) = Af(x) + ψ′
V (V [X∗])hB(x)

∫
Sn−1

f(p)F [X∗; dω(p)], x ∈ Sn−1,

а A—расширение оператора A на пространство C(Sn−1) определяется так

(Af)(p) = ∥A∗p∥f
( A∗p

∥A∗p∥

)
, f ∈ C(Sn−1), p ∈ Sn−1, (3)

где A∗ —линейный оператор, сопряженный к A.
Для формулировки теоремы об условиях асимптотической устойчивости неподвижной точки X∗

ДДС (1), определим функции
Amk ∈ C(Sn−1), Bmk ∈ (C(Sn−1))∗, k = 1, q, 1 ≤ m ≤ k
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из рекуррентных соотношений
Am,k+1 = Amk,m = 1, k, Ak+1,k+1 = ψ′

V (V [X∗])AkhB (4)

Bm,k+1[dω] = A∗Bmk[dω] + F [X∗; dω]ψ′
V (V [X∗])

∫
Sn−1

hB(ξ)Bmk[dω(ξ)],m = 1, k,

Bk+1,k+1[dω] = F [X∗; dω],

(5)

где A∗ ∈ L((C(Sn−1))∗)—сопряженный оператор к оператору A, с начальными условиями
A11 = hB, B11[dω] = F [X∗; dω]. (6)

Введем матрицу
dlm =

∫
Sn−1

Amq(x)Blq[dω(x)], D = [dlm]
q
l,m=1, (7)

и ее характеристический полином
∆(λ) = det[dlm − λδlm]

q
l,m=1.

Теорема 3.1. Предположим, что все корни алгебраического уравнения
∆(λ− β) = 0

лежат внутри открытого единичного круга B1(0) ⊂ C и β < 1.
Тогда неподвижная точка X = X∗ ДДС (1) асимптотически устойчива по Ляпунову.
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Topological graph inverse semigroups
Serhii Bardyla
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We investigate a topologization of graph inverse semigroups and polycyclic monoids. In particular,
we characterise graph inverse semigroups which admit only discrete locally compact semigroup topology.
This characterization provide a complete answer on the question of Z. Mesyan, J. D. Mitchell, M. Morayne
and Y. H. Péresse posed in [2].

We shall say that a graph inverse semigroup G(E) satisfies the condition (⋆) if for each countable
subset A = {xn}n∈N ⊂ Path(E) there exists an infinite subset B = {xnk}k∈N ⊂ A and an element
µ ∈ G(E) such that µ · xnk ∈ Path(E) and |µ · xnk | > |xnk |, for each k ∈ N. Each graph inverse
semigroup G(E) over a finite graph E satisfies the condition (⋆) (see [2, Lemma 9]).
Theorem 1. Discrete topology is the only locally compact semigroup topology on the graph inverse
semigroup G(E) if and only if G(E) satisfies the condition (⋆).
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Oleg Gutik
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In my lectures I plan to make a survey on compact (and compact-like) topological and semitopological
semigroups. This course based on classical books on the theory of topological semigroups [1, 2, 4], the
surveys [3, 5] and new results on this direction.

My lectures will be devoted to the following topics:
• topologization of semigroups;
• the structure of the kernel of a compact topological semigroup;
• embedding of semigroups into compact topological semigroups;
• simple and 0-simple compact and compact-like topological semigroups;
• the structure of some classes of a compact and compact-like topological semigroup;
• the continuity of inversion in compact-like topological semigroups.

Also we shall present some new results on the topics of the lectures.
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Various topological problems concerned with quadratic mappings between real vector spaces play
important role in non-linear analysis, optimization theory and theory of integrable systems, to name
only a few topics (see, e.g., [1], [2]). In this talk, we present a number of recent results in the spirit of
approach suggested in [1], which have been obtained using our results on topological invariants of real
polynomial mappings [3], [4]. The leading idea is to elaborate upon certain known results in the natural
and practically important context of stable quadratic mappings. For our purposes, it is convenient to use
the notion of stability in the sense of singularity theory, i.e., with respect to the right-left (RL) equivalence
in C∞-category. Along these lines, we discuss topological invariants of two classes of quadratic mappings:
stable quadratic endomorphisms and proper homogeneous quadratic mappings with fibres of positive
dimension. In the latter case we assume that restrictions of such mappings onto the unit sphere Sn−1 in
the source space Rn are stable in the above sense.

The first main result is concerned with stable quadratic endomorphisms. Recall that in this case the
mapping degree DegF is defined and its absolute value is a topological invariant [4].
Theorem 1. The topological degree of stable quadratic endomorphism F of Rn is equal to the topological
degree of its homogeneous part. Moreover, DegF vanishes for odd n and does not exceed (3k−1)!

k!(2k−1)! for
even dimension n = 2k.

Let now F = (f1, . . . fm) : Rn → Rm be a homogeneous quadratic mapping which is non-degenerate,
i.e., has an isolated zero at the origin. In this case, certain topological information can be obtained
by considering the origin On as an isolated singular point of mapping F . It is well known and easy to
verify that components of such a mapping form a system of parameters in the local ring of the origin. In
other words, in this case the origin is an isolated singular point of complete intersection. Thus its Milnor
number at the origin is defined and one can calculate it using results of [5], which gives our second main
result.
Theorem 2. The Milnor number of non-degenerate homogeneous quadratic mapping

F = (f1, . . . fm) : Rn → Rm, n > m

is equal to
∑m−1

p=0 (−1)p 2p n!
p!(n−p)! .

This result has some immediate topological corollaries.
Corollary 3. Mapping F is not stable with respect to RL-equivalence.

Indeed, the value of Milnor number given above is always bigger than 2n which according to well
known results of J.Mather is the maximal possible value of Milnor number of RL-stable singularity
for these dimensions. Having in mind applications to the numerical range mapping of square matrix
discussed in the sequel, we present a special case of this result concerned with mappings into the plane.
Corollary 4. The Milnor number of homogeneous quadratic mapping of Rn into the plane is equal to
2n− 1.

Since a homogeneous quadratic mapping is not stable it is natural to wonder if its restriction to the
unit sphere in the source space can be stable in some cases. Simple examples show that this is not always
so but it turns out that generically this is the case.
Proposition 5. For a generic proper homogeneous quadratic mapping, its restriction Fs to the unit
sphere is RL-stable.
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In this case, using results of [1], [4] one can obtain an estimate for the Euler characteristics of the
projectivized fibres of F defined as the fibres of Fs.
Theorem 6. The absolute value of the Euler characteristic of projectivized fibres of stable quadratic
mapping F does not exceed (4n+3)!

(3n+3)!n! .

As a concrete application of our approach we present some results about numerical range mappings of
complex matrices. Let A be a complex n×nmatrix andWA : S2n−1 → C be its numerical range mapping.
This mapping is a classical object of study in linear algebra. In particular, the famous Hausdorff-Toeplitz
theorem states that its image is convex. It is also known that its discriminant consists of n − 1 closed
curves inside the convex domain imW . However not much seems to be known about the topology of its
fibres. We clarify the latter issue for n = 2 and n = 3. Namely, the results presented above combined
with results from [2] yield the following conclusion.
Proposition 7. For n = 2, any regular fibre of WA is diffeomorphic to the circle and any regular fibre of
V consists of a single point. Any singular reduced fibre of WA is homeomorphic to wedge of two circles.

For n = 3, we can describe topology of all regular fibres.
Proposition 8. For n = 3, the regular fibres of WA are diffeomorphic to the three-torus or the unit
tangent bundle of 2-sphere.
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Let H be a linear space, and A be linear operator acting in it A : H → H. Denote be x(λ) to be an
eigenvector of the operator A, which corresponds to an eigenvalue λ ∈ C.

We consider problem for system of equations

dUi
dt

+
2∑
j=1

aij(A)Uj(t) = 0, (1)

satisfies integral conditions
T∫
0

Ui(t)dt = φi, (2)

where aij(A) are abstract operators, white entire symbols aij(λ), λ ∈ C, T > 0, U : (0, T ) → H,

Let be η(λ) =
T∫
0

W
′
(t, λ)dt is a certain function, W (t, λ) is a solution of the equation

L

(
d

dt
, λ

)
W (t, λ) = 0

satisfies conditions

W
′
(t, λ)


t=0

= 1, W (t, λ)


t=0

= 0.

Denote by
P = {λ ∈ C : η(λ) = 0}. (3)

Definition 1. We shall say that vector φ from H belongs L ⊆ H, if on Λ ⊆ C there exist depending on
φ linear operator Rφ(λ) : H → H, λ ∈ Λ, and measure µφ(λ) such that

φ =

∫
Λ

Rφ(λ)x(λ)dµφ(λ)

Theorem 2. Let in the conditions (2) the vectors φi, belong to L i.e.φi, can be represented in the form
φi =

∫
Λ

Rφi(λ)x(λ)dµφi(λ), i = {1, 2} where λ ∈ Λ \ P , where P is set (3). Then the formula

Ui(t) =

∫
Λ

Rφi(λ)

{
1

η(λ)

(
W

′
(t, λ)− a3−i,3−i(λ)W (t, λ)

)
x(λ)

}
dµφi(λ)+

+

∫
Λ

Rφi(λ)

{
1

η(λ)

(
ai,3−i(λ)W (t, λ)x(λ)

}
dµφ3−i

defines formal solution of the problem (1), (2).
By means of the differential symbol method [2] we construct a solution of the problem (1), (2). This

problem is a continuos works [1]
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The notion of invariant (self-similar) measure for an iterated function system (IFS) of contractions
on a complete metric space is introduced in [1]. The existence of invariant measures is proved by using
the Banach contraction principle for suitable metrization of the set of probability measures on a metric
space. The invariant measures impose an additional structure on the invariant set for the given IFS.

The aim of the talk is to introduce the invariant idempotent measures for given IFS. Recall that
an idempotent measure on a compact Hausdorff space X is a functional µ : C(X) → R that preserves
constants, the maximum operation (usually denoted by ⊕) and is weakly additive (i.e., preserves sums
in which at least one summand is a constant function; we use ⊙ for these sums) [3]. Given an arbitrary
metric space X, we denote by I(X) the set of idempotent measures of compact supports on X. In the
case of idempotent measure, we use the weak* convergence for proving the existence of invariant element.
This approach seems to be fairly general and we anticipate new results in this direction. Note also that
the invariant idempotent measures on ultrametric spaces are introduced and investigated in [2].

Let X be a complete metric space and let f1, f2, . . . , fn be an IFS on X. We assume that all fi are
contractions. Let also α1, α2, . . . , αn ∈ R be such that

⊕n
i=1 αi = 0.

By expX we denote the hyperspace of the space X endowed with the Hausdorff metric. Let Ψ0 denote
the identity map of expX and, for i > 0, define Ψi : expX → expX inductively:

Ψi(A) =
n
∪
j=1

fj−1(Ψi−1(A)).

Let Φ0 : I(X) → I(X) be the identity map. For i > 0, define Φi : I(X) → I(X) inductively: Φi(µ) =⊕n
j=1 αj ⊙ I(fj)(Φi−1(µ)). Thus, Φi = Φ1Φ1 · · ·Φ1 (i times). It is easy to check that the maps Φi are

well-defined.
In this case, we say that µ ∈ I(X) is an invariant idempotent measure if Φi(µ) = µ for every i = 0, 1, . . .

(equivalently, Φ1(µ) = µ).
Theorem 1. There exists a unique invariant idempotent measure for the IFS f1, f2, . . . , fn and
α1, α2, . . . , αn ∈ R with

⊕n
i=1 αi = 0. This invariant measure is the limit of the sequence (Φi(µ))

∞
i=1, for

arbitrary µ ∈ I(X).
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Properties of infinite Bernoulli convolutions are being studied for almost a century. The interest to
them due to various reasons has increased considerably in recent years [3]. In the theory of infinite
Bernoulli convolutions, there are many complicated problems of probabilistic nature. One of these
problems is to extend a theorem due to Jessen and Wintner telling that the distribution of the sum of a
random series with independent discrete terms is pure, that is it is either purely discrete, or continuous,
or singular. The Jessen–Wintner theorem does not tell us when each of these three cases occur. Another
problem is related to the topological, metric, and fractal properties of the spectrum of the distribution,
that is to the set of growth of a distribution function.The third one deals with the behavior at infinity of
the absolute value of a characteristic function. None of these problems has a solution in the general case
but partial solutions are known for several particular cases. One of these particular cases is considered
in the current paper, namely we study the random variable

ξ =

∞∑
n=1

dnξn, (1)

where

1) r0 =
∞∑
k=1

dk = c1 + c2 + c2︸ ︷︷ ︸
2

+ c3 + c3 + c3 + c3︸ ︷︷ ︸
4

+...+ cn + ...+ cn︸ ︷︷ ︸
2n−1

+r̃n− (2)

is a convergent series with positive terms satisfying the following conditions:
cn
r̃n

= n+ 1 =
dm
rm

, m = 2k − 1, k = 1, 2, 3, ... , (3)

r̃m = r2n−1 =
∞∑

k=2n

dk = cn+1 + ...+ cn+1︸ ︷︷ ︸
2n

+ cn+2 + ...+ cn+2︸ ︷︷ ︸
2n+1

+... =

= 2ncn+1 + 2n+1cn+2 + 2n+2cn+3 + ... ,

cn = d2n−1 = d2n−1+1 = d2n−1+2 = ... = d2n−1.

2) (ξn) — is a sequence of independent random variables with the distributions:
P{ξn = 0} = p0n ≥ 0, P{ξn = 1} = p1n ≥ 0, p0n + p1n = 1.

The properties of the distribution of the random variable ξ are uniquely determined by the sequence
of terms (dn) and by the stochastic matrix ∥pin∥.
Lemma 1. The terms and the remainder of a series (2) satisfy the following conditions:

cn = (n+ 1)

n∏
k=1

1

2k−1(k + 1) + 1
, r̃n =

n∏
k=1

1

2k−1(k + 1) + 1
.

Definition 2. If M is a subset of the set of positive integer numbers N, then
∑

n∈M⊂N
dn is called a

sub-series of series (2) and its sum x = x(M) is called an incomplete sum of series (2). The set of all
incomplete sums of series (2) is denoted by E{dn}.
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Definition 3. [6] The spectrum Sξ of the distribution of the random variable ξ is called the set of points
of growth of the distribution function Fξ(x) (alternatively, Sξ is called the minimal closed support), that
is

Sξ = {x : Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) = P{ξ ∈ (x− ε;x+ ε)} > 0, ∀ε > 0}.

Lemma 4. If pin > 0 for all i ∈ {0, 1} and all n ∈ N, then the spectrum Sξ of the distribution of the
random variable ξ coincides with the set E{dn} of all incomplete sums of series (2), that is

Sξ = E{dn} ≡

{
x : x =

∑
n∈N

dn, M ∈ 2N

}
.

Definition 5. A Lebesgue null-set of the space R1 whose Hausdorff–Besicovitch dimension equals 1
is called superfractal, while a continuum whose Hausdorff–Besicovitch dimension equals zero is called
anomalous fractal.
Theorem 6. The set of all incomplete sums of series (2) satisfying homogeneity condition (3) is a
superfractal.
Corollary 7. The spectrum Sξ of the distribution of the random variable ξ is a superfractal set.
Theorem 8. In the continuous case, that is if (L = 0) the distribution of the random variable ξ is a
singular Cantor type distribution with a superfractal spectrum.
Definition 9. A characteristic function fξ(t) of the random variable ξ is called a mathematical expec-
tation of the complex-valued random variable eitξ, that is fξ(t) =Meitξ.

The apparatus of characteristic functions is convenient for studying the structure and properties
of distributions of really significant random variables. In particular, it is known [5] that the value
Lξ = lim

|t|→∞
sup |fξ(t)| is equal

1) 1, if ξ has a discrete distribution;
2) 0, if ξ has an absolutely continuous distribution.
For singular distributions Lξ can take all values from [0, 1]. Singular distributions with Lξ = 1 are

close to discrete ones, while singular distributions with Lξ = 0 are close to absolutely continuous ones.
Theorem 10. The following equality holds Lξ = lim

|t|→∞
sup |fξ(t)| = 1.
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1. Cartan prolongation of vector distributions, classical and generalized.
Examples. Local polynomial normal forms.
Goursat flags as the outcomes of series of classical Cartan prolongations.
Special multi-flags as the outcomes of series of generalized Cartan prolongations.
Rich trees of singularities emerging in these constructions: from the length three (so-called modèle
exceptionnel of Kumpera & Ruiz of 1978) onwards in the case of Goursat flags, and from the length two
in the case of special multi-flags.

2. Nilpotent Approximation procedure. Examples.
Definition of strong nilpotentizability. Examples of not strongly nilpotent points in the Goursat Monster
Tower (GMT) from the length four onwards.
Definition of weak nilpotentizability (= the classical nilpotentizability in geometric control theory).
Strong implies weak. Are both equivalent?!

3. Theorem (2000) that the entirety of the GMT is weakly nilpotent.
Formulas for the nilpotency orders (or: steps) of the emerging nilpotent Lie algebras.
Open question concerning strong nilpotentizability in the GMT.
Theorem (2004) on the weak nilpotentizability of the special multi-flags.
The nilpotency orders of the respective emerging nilpotent Lie algebras.
Open questions in the Special Multi-Flags Monsters.
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A modern version of the unified theory of fundamental interactions is the theory of superstrings and
D-branes, which combines quantum field theory and the general theory of relativity into a unified field
theory [1]. The ten-dimensional space on which the theory of superstrings is defined can be represented
as a direct product of 4-dimensional and 6-dimensional spaces:

M10 =M4 ×K6 ,

where the manifold M4 is a four-dimensional space-time, and K is the space of extra dimensions. To
obtain acceptable solutions consistent with the Standard model SU(3) × SU(2) × U(1), restrictions on
compactification are introduced [2]. Therefore, we usually deal with Calabi-Yau manifolds or orbifolds
as spaces of extra dimensions. To describe such a space, we use the notion of a topological space, X as
a set, in which a system of open sets is distinguished with the following properties:

1) the union of any number of open sets is open;
2) the intersection of a finite number of open sets is open.

On the topological space we can introduce the structure of a ring, OX . The sheaf of rings of smooth
functions on the topological space X consists of the following data:

1) on each open set U ⊂ X the ring of smooth functions O(U) is defined;
2) a set of restriction maps rUV : O(U) → O(V ) satisfying the following conditions is defined:

rUU = 1U , r
V
W r

U
V = rUW for W ⊂ V ⊂ U ;

3) for any open covering U =
∪
i
Ui there exists an exact sequence

0 → O(U) →
∏
i

O(Ui) →
∏
i,j

O(Ui ∩ Uj).

Locally free sheaf is determined as:
EX : 0 → EX |U → O⊕p

X |U → 0.

Coherent sheaf is determined as:
BX : 0 → BX |U → O⊕p1

X |U → O⊕p2
X |U → . . .→ O⊕pi

X |U → 0.

In physics D-branes are associated with coherent sheaves [3]. For physical applications associated with
phase transitions from one D-brane to another, the concept of a category is used. In this case we are
dealing with a complex of sheaves,

B• : . . .
di−2

→ Bi−1 d
i−1

→ Bi d
i

→ Bi+1 d
i+1

→ . . . , didi−1 = 0 .

The categories of coherent sheaves are abelian ie are characterized by the existence of the exact sequences.
Using McKay correspondence, we have the equivalence of the abelian category of coherent sheaves and
the abelian category of quivers, whose vertices are complex Euclidean spaces, and the edges are mappings
of these spaces

Morphisms between quivers or phase transitions between D-branes are described by Ext groups
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Substitution of orbifold charges a = b = c = a
′
= b

′
= c

′
= 4 in groups

Ext0(Q,Q
′
) = Caa

′
+bb

′
+cc

′
,

Ext1(Q,Q
′
) = C3ab+3bc+3ca .

together with the Langlands hypothesis [4], gives the realization of the moduli space of superstring in
terms of SU(5) multiplets

3× (24 + 5H + 5H + 5M + 5M + 10M + 10M ) .

Using this result makes it possible to construct a gauge-invariant superpotential of the MSSM model
WSU(5) = λdij · 5H × 5

(i)
M × 10

(j)
M + λuij · 5H × 10

(i)
M × 10

(j)
M + µ · 5H × 5H

The application of this superpotential together with five parameters determined from the experiment
makes it possible to calculate the masses, the decay widths, and production cross sections of the super-
particles of the supersymmetric theory - the theory of physics beyond the Standard Model connected
with experiment at the Large Hadron Collider [5].
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Let q be a power of a prime number p, and Fq be a finite field with q elements. For any integer m, a
normal basis of Fqm over Fq is a basis of the form {α, αq, ..., αqm−1} for some α ∈ Fqm [1]. In this case
the element α ∈ Fqm is called normal over Fq [1, 3].

Let r = 2n + 1 be a prime number coprime with q. Let q be a primitive root modulo r, that
is the multiplicative order of q modulo r equals to r − 1. Set Fq(θ) = Fqr−1 = Fq[x]/Φr(x), where
Φr(x) = xr−1 + ...+ x+1 is the r-th cyclotomic polynomial and θ ≡ x (modΦr(x)). It is clear that the
equality θr = 1 holds. We have the following tower of finite fields: Fq ⊂ Fqn ⊂ Fq2n .
Theorem 1. Let b be such element of the field Fq that 2nb ̸= 1(modp). Then the following statements
are true:
(a) element θ + b ∈ Fq2n is normal over Fq;
(b) element θ + θ−1 + 2b ∈ Fqn is normal over Fq.

Note that for b = 0 the order of θ equals only to r. But for b ̸= 0 the element θ + b ∈ Fq2n has
high order according to [3, Theorem 1 (a), (d)]. Also if 2b = (a2 + 1)a−1 and b ≠ 0, then the element
θ + θ−1 + 2b = (θ−f + a)(θf + a) has high order according to [3].
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In the classical works [2, 3, 4] still in 1928 the French mathematician M. A. Buhl posed the problem
of classifying all infinitesimal symmetries of a given linear vector field equation

Aψ = 0, (1)
where the function ψ ∈ C2(Rn;R), and

A :=
∑
j=1,n

aj(x)
∂

∂xj
(2)

is a vector field operator on Rn with coefficients aj ∈ C1(Rn;R), j = 1, n. It is easy to show that the
problem under regard is reduced [10] to describing all possible vector fields

A(k) :=
∑
j=1,n

a
(k)
j (x)

∂

∂xj
(3)

with coefficients a(k)j ∈ C1(Rn;R), j, k = 1, n, satisfying the Lax type commutator condition

[A,A(k)] = 0 (4)
for all x ∈ Rn and k = 1, n. The M.A. Buhl problem above was completely solved in 1931 by the
Ukrainian mathematician G. Pfeiffer in the works [7, 8, 9, 10, 11, 12], where he has constructed explicitly
the searched set of independent vector fields (3)), having made use effectively of the full set of invariants
for the vector field (2) and the related solution set structure of the Jacobi-Mayer system of equations,
naturally following from (4)). Some results, yet not complete, were also obtained by C. Popovici in [14].

Some years ago the M.A. Buhl type equivalent problem was independently reanalyzed once more by
Japanese mathematicians K. Takasaki and T. Takebe [18, 19] and later by L. V. Bogdanov, V. S. Dryuma
and S. V. Manakov for a very special case when the vector field operator (2) depends analytically on a
“spectral” parameter λ ∈ C :

Ã :=
∂

∂t
+

∑
j=1,n

aj(t, x;λ)
∂

∂xj
+ a0(t, x;λ)

∂

∂λ
. (5)

Based on the before developed Sato theory [16, 17], the authors mentioned above have shown for some
special kinds of vector fields (5) that there exists an infinite hierarchy of the symmetry vector fields

Ã(k) :=
∂

∂τk
+

∑
j=1,n

a
(k)
j (τ, x;λ)

∂

∂xj
+ a

(k)
0 (τ, x;λ)

∂

∂λ
, (6)

where τ = (t; τ1, τ2, ...) ∈ RZ+ , k ∈ Z+, satisfying the Lax-Sato type compatible commutator conditions
[Ã, Ã(k)] = 0 = [Ã(j), Ã(k)] (7)

for all k, j ∈ Z+. Moreover, in the cases under regard, the compatibility conditions (7) proved to be
equivalent to some very important for applications heavenly type dispersionless equations in partial
derivatives.

In the present work we investigate the Lax–Sato compatible systems, the related Lie-algebraic struc-
tures and complete integrability properties of an interesting class of nonlinear dynamical systems called
the heavenly type equations, which were introduced by Plebański [13] and analyzed in a series of articles
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[18, 19]. In our work, having employed the AKS-algebraic and related R-structure schemes [1, 20], ap-
plied to the holomorphic loop Lie algebra G̃ := d̃iff(Tn) of vector fields on torus Tn, n ∈ Z+, the orbits
of the corresponding coadjoint actions on G̃∗, closely related to the classical Lie-Poisson type structures,
were reanalyzed and studied in detail. By constructing two commuting flows on the coadjoint space G̃∗,
generated by a chosen root element l̃ ∈ G̃∗ and some Casimir invariants, we have successively demon-
strated that their compatibility condition coincides exactly with the corresponding heavenly equations
under consideration.

As a by-product of the construction, devised in the work [15], we prove that all the heavenly equations
have a similar origin and can be represented as a Lax compatibility condition for special loop vector fields
on the torus Tn. We analyze the structure of the infinite hierarchy of conservations laws, related to the
heavenly equations, and demonstrate their analytical structure connected with the Casimir invariants
is generated by the Lie–Poisson structure on G̃∗. Moreover, we have extended the initial Lie-algebraic
structure for the case when the the basic Lie algebra G̃ = d̃iff(Tn) is replaced by the adjacent holomor-
phic Lie algebra Ḡ := diffhol( C× Tn) ⊂ diff(C× Tn) of vector fields on C× Tn. Typical examples
are presented for all cases of the heavenly equations and it is shown in detail and their integrability is
demonstrated using the scheme devised here. This scheme makes it possible to construct a very natural
derivation of well known Lax-Sato representation for an infinite hierarchy of heavenly equations, related
to the canonical Lie-Poisson structure on the adjoint space Ḡ∗. We also briefly discuss the Lagrangian
representation of these equations following from their Hamiltonicity with respect to both intimately
related commuting evolutionary flows, and the related bi-Hamiltonian structure as well as the Bäcklund
transformations. As a matter of fact, there are only a few examples of multi-dimensional integrable sys-
tems for which such a detailed description of their mathematical structure has been given. As was already
aptly mentioned, the heavenly equations comprise an important class of such integrable systems. This
is due in part to the fact that some of them are obtained by a reduction of the Einstein equations with
Euclidean (and neutral) signature for (anti-) self-dual gravity, which includes the theory of gravitational
instantons. This and other cases of important applications of multi-dimensional integrable equations
strongly motivated us to study this class of equations and the related mathematical structures. As a
very interesting aspect of our approach to describing integrability of the heavenly dynamical systems,
there is a very interesting Lagrange-d’Alembert type mechanical interpretation. We need to underline
here that the main motivating idea behind this work was based both on the paper by Kulish, devoted
to studying the super-conformal Korteweg-de-Vries equation as an integrable Hamiltonian flow on the
adjoint space to the holomorphic loop Lie superalgebra of super-conformal vector fields on the circle, and
on the insightful investigation by Mikhalev, which studied Hamiltonian structures on the adjoint space
to the holomorphic loop Lie algebra of smooth vector fields on the circle. We were also impressed by
deep technical results [18, 19] of Takasaki and Takebe, who fully realized the vector field scheme of the
Lax-Sato theory. Additionally, we were strongly influenced both by the works of Konopelchenko [5, 6], as
well as by the work of Ferapontov and Moss, in which they devised new effective differential-geometric
and analytical methods for studying an integrable degenerate multi-dimensional dispersionless heav-
enly type hierarchy of equations, the mathematical importance of which is still far from being properly
appreciated.
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Denote by Cα,rβ,1 , α, r > 0, β ∈ R, the set of all 2π–periodic functions, representable for all x ∈ R as
convolutions of the form (see, e.g., [1])

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫
−π

Pα,r,β(x− t)φ(t)dt, a0 ∈ R, ||φ||1 ≤ 1, φ ⊥ 1,

with generalized Poisson kernels of the form

Pα,r,β(t) =
∞∑
k=1

e−αk
r cos

(
kt− βπ

2

)
.

Functions f of such form are called generalized Poisson integrals of the functions φ.
We consider the problem of finding asymptotically unimprovable estimates of quantities

En(Cα,rβ,1 )s = sup
f∈Cα,rβ,1

∥f(·)− Sn−1(f ; ·)∥s, 1 < s ≤ ∞,

where 0 < r < 1, α > 0, β ∈ R and Sn−1(f ; ·) are the partial Fourier sums of order n−1 for a function f .
Theorem 1. Let 0 < r < 1, 1 < s < ∞, 1

s +
1
s′ = 1, α > 0 and β ∈ R. Then for n → ∞ the following

estimate is true
En(Cα,rβ,1 )s = e−αn

r
n
1−r
s′ ×

×
(

∥ cos t∥s
π1+

1
s (αr)

1
s′
F

1
s

(
1
2 ,

3−s
2 ; 32 ; 1

)
+

O(1)

nmin{ 1−r
s′ ,r}

)
.

Theorem 2. Let 0 < r < 1, α > 0 and β ∈ R. Then for n→ ∞ the following estimate is true

En(Cα,rβ,1 )∞ = e−αn
r
n1−r

(
1

παr
+

O(1)

nmin{(1−r),r}

)
.
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Modernized Dijkstra’s algorithm and mathematical model for
geographic information system

Ruslan Skuratovskii
(Kiev, MAUP)

E-mail: ruslcomp@mail.ru
Pavlo Radchuk

(Kiev, NTUU ”KPI”)
E-mail: pradchuk@ukr.net

For modeling of a domain of the Earth there are usually used a cartographic projection. The goal
of our investigation is method of finding of optimal path between adjacent control points that are in
some vertices of graph. The tusk of line orienteering is to find optimal path between adjacent control
points in some vertices of graph. The goal of our investigation is to construct such method of finding
path through all control points in determed sequence. We can choose optimal path between every pair
of control points (c.p.).

For this goal we develop modified Dijkstra’s algorithm that has complexity O(V
2

4 + V lnV
4 ) instead of

usual complexity O(V 2 + V log2V ). Also our algorithm permits a parallel realizing. As a result of a
parallel implementation complexity of algorithm decrease in |4(|Vo| − 1)| times, where |Vo| is number of
c.p. Coefficient of speedup of an the algorithm of parallel search is

κ1 =
(V 2 + V log2V ) · |4(|Vo| − 1)|

V 2 + V log2V
=

|4(|Vo| − 1)|
1

.

Let n is number of nods. And coefficient of extension by parallelling

κ2 =
κ1
n

We propouse to find an optimal path between two vertices using a opposition search method. This
method are based on parallel opposition search of shortest path by Dijkstra’s algorithm from two vertices
A and B which are c.p. on oriented graph. First vertex with minimal distance to both vertices A and
B is enclose vertex of a path from A to B.

Model for a sequential search of path was constructed. Let eij is an edge between vertices vi and vj
that has length dij . We consider a resistance rij of eij and determine new length of labeled graph edge
as d̃ij = rijdij . The model for n competitor of sport orienteering has weighted sum objective function

F (v0, vn, k) =
∑j

s=i
dijrijs

−1
ij → min,

with inequality restriction rij < R(k), where R(k) is value of a critical load of k-th competitor of
orienteering search, sij – speed of moving by eij [1, 2].

Let S – set of all c.p. If we can chose set S, then we use method of mask dynamic of search for solution
of the problem

min
2≤j≤n

(dp ({1, 2, . . . , n} , j) +m [j, i]) ,

dp (S, i) = min
j∈S\{i}

(dp (S\ [i] , j) +m [j, i]) .

Where dp (S, i) is shortest path, which starts in v1 and going by all vertices from S\ {vi}, ending up in
vertex vj .
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Structure of commutant and centralizer, minimal generating sets of
Sylow 2-subgroups Syl2An of alternating and symmetric groups

Ruslan Skuratovskii
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E-mail: ruslcomp@mail.ru

Let Syl2A2k and Syl2An be Sylow 2-subgroups of corresponding alternating groups A2k and An. We
find a least generating set and a structure for such subgroups Syl2A2k and Syl2An. The aim of this
investigation is to research the structure of a commutant and a centralizer of Syl2An and Syl2Sn and find
numbers of minimal generating sets for Syl2S2k and Syl2An. Let us denote by X [k] a regular truncated
binary rooted tree with number of levels from 0 to k, where X = {0, 1}. The set Xn ⊂ X∗ is called the
n-th level of the tree X∗ and X0 = {v0}. For every automorphism g ∈ AutX∗ and every word v ∈ X∗

define the section (state) g(v) ∈ AutX∗ of g at v by the rule: g(v)(x) = y for x, y ∈ X∗ if and only
if g(vx) = g(v)y. The restriction of the action of an automorphism g ∈ AutX∗ to the subtree X [l] is
denoted by g(v)|X[l] . A restriction g(v)|X[1] is called the vertex permutation (v.p.) of g in a vertex v. The
vertex of Xj having the number i we denote by vj,i also we denote by vj,iX [k−j] the subtree of X [k] with
a root in vj,i. Let β belongs to full automorphism group AutX [k] of X [k].

Definition 1. Let us call the index of an automorphism β on X l a number of no trivial v.p. of β on
X l.
Definition 2. Define a element of type T as an automorphism τi0,...,i2k−1 ;j2k−1 ,...,j2k

, that has even index
at Xk−1 and it has exactly m active states, m < 2k−2, in vertexes vk−1,j with number 1 ≤ j ≤ 2k−2 and
m active states in vertices vk−1,j , 2k−2 < j ≤ 2k−1. Set of such elements is denoted by T.

Let n = 2k0 + 2k1 + ... + 2km , where 0 ≤ k0 < k1 < ... < km and m ≥ 0. Also recall that Syl2Sn =
Syl2S2k0 × ...× Syl2S2km .

Theorem 3. A maximal 2-subgroup of AutX [k] acting by even permutations on Xk has the structure
of the semidirect product Gk ≃

k−1
≀

i=1
C2 ⋉ C2k−1−1

2 and isomorphic to Syl2A2k .

An automorphisms group of the subgroup C2k−1−1
2 is based on permutations of copies of C2. Orders

of
k−1
≀

i=1
C2 and C2k−1−1

2 are equals. A homomorphism from
k−1
≀

i=1
C2 into Aut(C2k−1−1

2 ) is injective because

a kernel of action
k−1
≀

i=1
C2 on C2k−1−1

2 is trivial. The group Gk is a proper subgroup of index 2 in the

group
k
≀

i=1
C2 [6].

Theorem 4. The centralizer of Syl2S2ki with ki > 2, in Syl2Sn is isomorphic to Syl2Syl2Sn/Syl2S2ki
×

Z(Syl2S2ki ).

Theorem 5. The centralizer of Syl2A2ki with ki > 2, in Syl2An is isomorphic to Syl2An/Syl2A2ki
×

Z(Syl2A2ki ).

We will call diagonal base [1], [2] (Sd) for Syl2S2k ≃ AutX [k] a generating set where every j-th
generator has odd number of non trivial v.p. on Xj and it has only trivial v.p. on other levels. A
number of such tuple with odd number of no trivial v.p. that can be on Xj equals to 22

j−1.
There is minimum one permutation of type T [1] in Sd for Syl2A2k . It can be chosen in (2n−2)2 ways.

Thus, general cardinality of Sd for Syl2A2k is 22k−1−k−2(2n−2)2. Hence, it can be applied [3]. As a result,
we have 2k(2

k−k−1) · (2k − 1)(2k − 2)(2k − 22)...(2k − 2k−1) bases for Syl2S2k .
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Lemma 6. Commutators of all elements from Syl2A2k have all possible even indexes on X l, l < k − 1
of X [k] and on Xk−2 of subtrees v11X [k−1] and v12X [k−1].
Theorem 7. The set of all commutators K of Sylow 2-subgroup Syl2A2k of the alternating group An is
the commutant of Syl2A2k .
Proposition 8. Frattini subgroup ϕ(Gk) acts by all even permutations on X l, 1 ≤ l ≤ k − 1 and any
element of ϕ(Gk) has arbitrary even indexes on Xk−2 of subtrees v11X [k−1] and v12X

[k−1] [1]. Also
ϕ(Gk) = (Gk)

′.
Lemma 9. A quotient group Gk/

G2
kG

′
k
is isomorphic to C2 × C2 × ...× C2︸ ︷︷ ︸

k

.

Theorem 10. A minimal generating set for a group Syl2A2k consists of k elements.
Example 11. For example, a minimal set of generators for Syl2(A8) may be constructed by following
way, for convenience let us consider the next set:
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Let n = 2k0 + 2k1 + ...+ 2km , where 0 ≤ k0 < k1 < ... < km and m ≥ 0.

Theorem 12. Any minimal set of generators for Syl2An has
m∑
i=0

ki− 1 generators, if m > 0, and it has
k0 generators, if m = 0. For instance if n = 4k + 2, then Syl2An has k1 + k2 + . . .+ km generators.
Example 13. Minimal generating set for Syl2A28 has 8 elements: (25, 27)(26, 28), (23, 24)(25, 26),
(17, 21)(18, 22)(19, 23)(20, 24), (17, 19)(18, 20), (15, 16)(17, 18),
(1, 9)(2, 10)(3, 11)(4, 12)(5, 13)(6, 14)(7, 15)(8, 16), (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8), (1, 3)(2, 4).
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On locally nilpotent Lie algebras of derivations of small rank
Kateryna Sysak

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine)
E-mail: sysakkya@gmail.com

Let K be an arbitrary field of characteristic zero. Let A be an integral domain over K and R the
fraction field over A. Denote by DerKA and DerKR the Lie algebras of K-derivations of A and R,
respectively. Any derivation D ∈ DerKA can be uniquely extended to a derivation of R. If r ∈ R and
D ∈ DerKA, then one can define a K-derivation rD ∈ DerKR by setting rD(x) = r ·D(x) for all x ∈ R.
We denote by W (A) the subalgebra RDerKA = K⟨rD | r ∈ R,D ∈ DerKA⟩ of the Lie algebra DerKR.
For each subalgebra L of W (A), we define the rank rkR L of L over R as the dimension of the vector
space RL = K⟨rD | r ∈ R,D ∈ L⟩ over R.

The structure of nilpotent subalgebras of finite rank over R from W (A) was given in [2], [3], [4]. The
results obtained there can be used to characterize locally nilpotent Lie algebras of derivations. A Lie
algebra is called locally nilpotent if every its finitely generated subalgebra is nilpotent. As an example of
such Lie algebras of derivations, one may consider the Lie algebras un(K), n ≥ 1, of triangular polynomial
derivations (see, [1]).
Theorem 1. Let L be a nonzero locally nilpotent subalgebra of finite rank over R from the Lie algebra
W (A). Let I be a proper ideal of L such that I = RI ∩ L. Then the center Z(L/I) of the Lie algebra
L/I is nontrivial.

In particular, we get the following result:
Corollary 2. If L is a nonzero locally nilpotent subalgebra of finite rank over R from the Lie algebra
W (A), then the center Z(L) of L is nonzero.

Let L be a subalgebra of W (A). Then the field of constants F = F (L) for L consists of all r ∈ R such
that D(r) = 0 for all D ∈ L. In [2] it was proved that FL = K⟨fD|f ∈ F,D ∈ L⟩ is a Lie algebra over
F . Moreover, if L is nilpotent and rkR L <∞, then the Lie algebra FL is finite dimensional over F . In
the case of a locally nilpotent L, FL is also locally nilpotent and the following theorem holds.
Theorem 3. Let L be a locally nilpotent subalgebra of the Lie algebra W (A). Let F be the field of
constants for L. Then:

(1) If rkR L = 1, then L is abelian and dimF FL = 1;
(2) If rkR L = 2, then either FL is a nilpotent finite dimensional Lie algebra over F , or there exist

D1, D2 ∈ L and a ∈ R such that

FL = F ⟨D2, D1, aD1, . . . ,
ak

k!
Dk, . . . ⟩,

where [D1, D2] = 0, D1(a) = 0, D2(a) = 1, and FL is infinite dimensional over F .

REREFENCES
[1] Bavula V. V. Lie algebras of triangular derivations and an isomorphism criterion for their Lie factor algebras. Izv. RAN.

Ser. Mat., 77: 3–44, 2013.
[2] Makedonskyi Ie. O., Petravchuk A. P. On nilpotent and solvable Lie algebras of derivations. Journal of Algebra, 401:

245–257, 2014.
[3] Petravchuk A. P. On nilpotent Lie algebras of derivations of fraction fields. Algebra Discrete Math., 22: 116–128, 2016.
[4] Sysak K. Ya. On nilpotent Lie algebras of derivations with large center. Algebra Discrete Math., 21: 153–162, 2016.



55

Expand-contract plasticity of unit balls and related results
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The talk deals with results received by author and her scientific advisor V.M. Kadets. These results
has become the base for two papers (see [2] and [4]).

А metric space M is called expand-contract plastic (or simply, an EC-space) if every non-expansive
bijection from M onto itself is an isometry. The EC-plasticity of totally bounded metric spaces and
the unit balls of strictly convex Banach spaces has been proved in [3, Theorem 1.1] and [1, Theorem
2.6] respectively. In particular, the unit balls of all finite-dimensional Banach and of all Hilbert spaces
are plastic. On the other hand, there are bounded closed convex sets in an infinite-dimensional Hilbert
space that are not EC-spaces [1, Example 2.7]. It is an open question whether unit balls of all Banach
spaces are EC-spaces. We have answered this question in the positive for concrete space ℓ1, which is not
strictly convex.
Theorem 1. The unit ball of ℓ1, is an EC-space.

There is another problem connected with the previous one. For which pairs (E,M) of Banach spaces
every bijective non-expansive map F : BE → BM is an isometry? Unfortunately, we are not able to
answer this question in full generality. However, the following results in this direction have been received.
Theorem 2. Let F : BE → BM be a bijective non-expansive map. If M is strictly convex, then F is an
isometry.
Theorem 3. Let F : BE → Bℓ1 be a bijective non-expansive map. Then F is an isometry.
Theorem 4. Let M be a finite-dimensional Banach space, F : BE → BM be a bijective non-expansive
map. Then F is an isometry.
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