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Розповсюдження бактерiальних популяцiйних хвиль у виглядi кiлець хемотаксису є ва-
жливим бiологiчним явищем. Воно характеризує спрямований рух бактерiй у вiдповiдь на
змiни хiмiчних сигналiв у навколишньому середовищi. Кiльцева структура хемотаксису ви-
никає, коли бактерiї, особливо в великих популяцiях, утворюють впорядкованi зони руху
у виглядi концентричних кiлець — результат їх колективної реакцiї на просторовi градiєн-
ти атрактантiв або репелентiв. Такi патерни дозволяють дослiдникам вивчати адаптацiю
бактерiй до умов середовища, механiзми взаємодiї мiж клiтинами за обмежених ресурсiв
або у присутностi токсичних речовин, а також питання розподiлу ресурсiв i оптимiзацiї
виживання в екологiчних системах.

Хемотаксис — процес, за допомогою якого бактерiї перемiщуються у напрямку до або
вiд певних хiмiчних речовин; вiн може бути позитивним (приваблення) або негативним
(вiдштовхування). На рiвнi популяцiй це проявляється у виглядi популяцiйних хвиль —
узгодженого руху бактерiй у формi фронтiв або кiлець. Популяцiйнi хвилi виникають зав-
дяки здатностi клiтин координувати свої рухи у вiдповiдь на змiну концентрацiї хiмiчних
сигналiв i можуть перiодично змiнювати iнтенсивнiсть та форму.

Найпоширенiшою формою хемотаксисних патернiв є концентричнi кiльця: бактерiї ру-
хаються в бiк хiмiчного градiєнта й утворюють кiльцеподiбнi зони пiдвищеної щiльно-
стi, якi розширюються або деформуються з часом. У лабораторних експериментах кiльця
з’являються поблизу джерел поживних речовин i дозволяють простежити взаємодiю мiж
рухом клiтин i споживанням субстрату. У складнiших або неоднорiдних умовах спостерi-
гаються також розгалуження, переплетення, закручування або спiралi — цi форми виника-
ють, коли клiтини змiнюють напрямок руху внаслiдок локальних змiн градiєнтiв або коли
середовище має особливi фiзичнi властивостi (наприклад, турбулентнiсть).

Динамiка хвиль характеризується тим, що групи бактерiй одночасно реагують на змi-
ни концентрацiї хiмiчних речовин, формуючи хвилi або кiльця з перiодичними змiнами в
амплiтудi та iнтенсивностi, якi змiнюються внаслiдок еволюцiї хiмiчного середовища.

У сучасних бiофiзичних дослiдженнях симетричне розповсюдження бактерiальних попу-
ляцiйних хвиль — випадки, коли кiльця зберiгають чiтко окреслену форму та поширюються
зi швидкiстю, що залежить вiд рухливостi бактерiй i їхнiх хемотаксичних властивостей —
успiшно описуються математичними моделями на основi рiвнянь Келлера–Зегеля. Класи-
чна форма цiєї моделi має вигляд

𝑆𝑡 = 𝐷𝑆𝑆𝑥𝑥 + 𝑘1𝑔(𝑆)𝑏,

𝑏𝑡 = −𝑉 (𝑏𝜒(𝑆)𝑆𝑥)𝑥 +𝐷𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑘2𝑔(𝑆)𝑏,
(1)

де 𝑆 = 𝑆(𝑡, 𝑥) — концентрацiя субстрату–атрактанта, який споживається бактерiями, 𝑏 =
𝑏(𝑡, 𝑥) — щiльнiсть бактерiй, 𝑔 = 𝑔(𝑆) — питома швидкiсть росту бактерiй. 𝜒 = 𝜒(𝑆) —
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функцiя хемотаксичної вiдповiдi, 𝐷𝑆 та 𝐷𝑏 — коефiцiєнти дифузiї субстрату–атрактанта
й бактерiй вiдповiдно, 𝑉 , 𝑘1, 𝑘2 — довiльнi сталi, 𝑡, 𝑥 — часова та просторова незалежнi
змiннi. При вiдповiдному виборi функцiй i параметрiв модель Келлера–Зегеля вiдтворює
широкий спектр поведiнки: вiд утворення стiйких концентричних кiлець до складних хви-
льових патернiв, включно з кiльцевими утвореннями типу Адлера.

Крiм класичної моделi, кооперативну поведiнку мiкроорганiзмiв описують також уза-
гальненi реактивно–конвективнi системи. Один iз загальних виглядiв таких систем

𝑈𝑡 = 𝜕𝑥

[︂(︂
𝜆1 0

𝑓(𝑢1)𝑢2 𝜆2

)︂
𝑈𝑥 +𝐺(𝑈)

]︂
+𝐻(𝑈), (2)

де 𝑈 =
(︀
𝑢1

𝑢2

)︀
∈ R2, 𝑢1(𝑡, 𝑥) — концентрацiя субстрату-атрактанта, 𝑢2(𝑡, 𝑥) — щiльнiсть ба-

ктерiй, 𝑓(𝑢1) — функцiя хемотаксичної вiдповiдi, 𝜆1, 𝜆2 — коефiцiєнти дифузiї. Тут

𝐺(𝑈) =

(︂
𝑔1(𝑢1, 𝑢2)
𝑔2(𝑢1, 𝑢2)

)︂
i 𝐻(𝑈) =

(︂
ℎ1(𝑢1, 𝑢2)
ℎ2(𝑢1, 𝑢2)

)︂
вiдповiдно задають нелiнiйнi коефiцiєнти конвективної та реактивної взаємодiї бактерiй i
субстрату.

Оскiльки процеси хемотаксису узгоджуються з принципом вiдносностi Галiлея, приро-
дно вимагати, щоб i система рiвнянь (2) була iнварiантною вiдносно алгебри Галiлея та
її розширень. У роботi [1] показано, що система (2) є iнварiантною вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея AG2(1, 1) тодi й лише тодi, коли вона набуває спецiального вигляду

𝑈𝑡 = 𝜕𝑥

[︂(︂
1 0

2𝑢2

𝑢1 𝜆

)︂
𝑈𝑥 +

(︂
𝑚1(𝑢

1)2

𝑚2(𝑢
2)2

)︂]︂
+

(︂
𝑛1𝑢

1

𝑛2𝑢
2

)︂
(𝑢2)2, (3)

де 𝜆, 𝑚1, 𝑚2, 𝑛1, 𝑛2 — довiльнi сталi. Узагальнена алгебра Галiлея задається базисними
генераторами

𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝐺 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝑥𝑄1, 𝑄1, 𝐷 = 2𝑡𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑥 +𝑄2, Π = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 +
𝑥2

2
𝑄1 + 𝑡𝑄2. (4)

де

𝑄1 = −1

2
𝑢1𝜕𝑢1 , 𝑄2 = −1

2
𝑢1𝜕𝑢1 − 𝑢2𝜕𝑢2 .

У роботi [1] для випадку 𝑚1 = 𝑛2 = 0 за допомогою замiни Коула–Хопфа

𝑡 = 𝑡, 𝑥 = 𝑥,
𝑢1𝑥
𝑢1

= 𝑣1, 𝑢2 = 𝑣2, (5)

де 𝑣𝑎 = 𝑣𝑎(𝑡, 𝑥)— новi невiдомi функцiї, систему рiвнянь (3) було зведено до системи рiвнянь
Ван дер Ваальса

𝑣1𝑡 = 𝑣1𝑥𝑥 + 𝜕𝑥[(𝑣
1)2 + 𝑛1(𝑣

2)2],

𝑣2𝑡 = 𝜆𝑣2𝑥𝑥 + 𝜕𝑥[2𝑣
1𝑣2 +𝑚2(𝑣

2)2].
(6)

Система рiвнянь (6) широко використовується в молекулярно-кiнетичнiй теорiї газiв i рiдин.
У фiзицi часто розглядають iдеальний газ, де молекули вважаються точками без взаємо-
дiї; проте для реальних умов (високий тиск, низькi температури) необхiдно враховувати
взаємодiї i об’єм молекул — саме це враховує рiвняння Ван дер Ваальса.

У роботi [1] встановлено, що МАI системи рiвнянь (6) є узагальнена алгебра Галiлея з
базисними генераторами

AG2(1, 1) = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝐺 = 𝑡𝜕𝑥 +𝑄1, 𝐷 = 2𝑡𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑥 +𝑄2, Π = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝑥𝑄1 + 𝑡𝑄2⟩, (7)
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де 𝑄1 = −1
2𝜕𝑢1 , 𝑄2 = −(𝑢1𝜕𝑢1 + 𝑢2𝜕𝑢2). Цей факт говорить про те, що система рiвнянь Ван

дер Ваальса, як i система рiвнянь хемотаксису задовольняє принципу вiдносностi Галiлея.

У цiй роботi поставимо задачу узагальнити систему рiвнянь (3) при 𝑚1 = 𝑛2 = 0 на
випадок субстрату–атрактанта та двох популяцiй бактерiй iз збереженням iнварiантностi
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) та форми нелiнiйностей системи (3). Уза-
гальнення даної системи рiвнянь будемо шукати у виглядi

𝑢0𝑡 = 𝜆0𝑢
0
𝑥𝑥 + 𝑢0𝑓0(𝑢1, 𝑢2),

𝑢1𝑡 = 𝜕𝑥

[︂
2𝜆0

𝑢1

𝑢0
𝑢0𝑥 + 𝜆1𝑢

1
𝑥 + 𝑓1(𝑢1, 𝑢2)

]︂
,

𝑢2𝑡 = 𝜕𝑥

[︂
2𝜆0

𝑢2

𝑢0
𝑢0𝑥 + 𝜆2𝑢

2
𝑥 + 𝑓2(𝑢1, 𝑢2)

]︂
,

(8)

де 𝑢0 = 𝑢0(𝑡, 𝑥) — концентрацiя субстрату–атрактанта, 𝑢1 = 𝑢1(𝑡, 𝑥) та 𝑢2 = 𝑢2(𝑡, 𝑥) — щiль-
нiсть бактерiй першої та другої популяцiй вiдповiдно, 𝜆0 — коефiцiєнт дифузiї субстрату–
атрактанта, 𝜆1, 𝜆2 — коефiцiєнти дифузiї першої та другої популяцiй бактерiй вiдповiд-
но, 𝑓0 = 𝑓0(𝑢1, 𝑢2) — нелiнiйний коефiцiєнт реактивної взаємодiї популяцiй бактерiй та
субстрату–атрактанта, 𝑓1 = 𝑓1(𝑢1, 𝑢2), 𝑓2 = 𝑓2(𝑢1, 𝑢2) — нелiнiйнi коефiцiєнти конвектив-
ної взаємодiї цих об’єктiв.

Спочатку будемо вимагати, щоб система рiвнянь (8) була iнварiантною вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея (4), де

𝑄1 = − 1

2𝜆0
𝑢0𝜕𝑢0 , 𝑄2 = −1

2
𝑢0𝜕𝑢0 − 𝑢1𝜕𝑢1 − 𝑢2𝜕𝑢2 . (9)

Справедливе твердження.

Теорема 1. Для того, щоб система рiвнянь (8) була iнварiантною вiдносно узагальненої

алгебри Галiлея (4), (9), необхiдно й достатньо, щоб вона мала вигляд

𝑢0𝑡 = 𝜆0𝑢
0
𝑥𝑥 + 𝑢0(𝑢1)2𝜙0(𝜔),

𝑢1𝑡 = 𝜕𝑥

[︂
2𝜆0

𝑢1

𝑢0
𝑢0𝑥 + 𝜆1𝑢

1
𝑥 + (𝑢1)2𝜙1(𝜔)

]︂
,

𝑢2𝑡 = 𝜕𝑥

[︂
2𝜆0

𝑢2

𝑢0
𝑢0𝑥 + 𝜆2𝑢

2
𝑥 + (𝑢1)2𝜙2(𝜔)

]︂
,

(10)

де 𝜙0 = 𝜙0(𝜔), 𝜙1 = 𝜙1(𝜔), 𝜙2 = 𝜙2(𝜔) — довiльнi гладкi функцiї, 𝜔 = 𝑢2

𝑢1 .

Якщо функцiї 𝜙0 = 𝜙0(𝜔), 𝜙1 = 𝜙1(𝜔), 𝜙2 = 𝜙2(𝜔) вибрати квадратичними за змiнною 𝜔

𝜙0 = 𝛼0 + 𝛽0𝜔 + 𝛾0𝜔
2, 𝜙1 = 𝛼1 + 𝛽1𝜔 + 𝛾1𝜔

2, 𝜙2 = 𝛼2 + 𝛽2𝜔 + 𝛾2𝜔
2, (11)

де 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝛼1, 𝛽1, 𝛾1, 𝛼2, 𝛽2, 𝛾2, — довiльнi сталi, то отримаємо систему

𝑢0𝑡 = 𝜆0𝑢
0
𝑥𝑥 + 𝑢0

[︀
𝛼0(𝑢

1)2 + 𝛽0𝑢
1𝑢2 + 𝛾0(𝑢

2)2
]︀
,

𝑢1𝑡 = 𝜕𝑥

[︂
2𝜆0

𝑢1

𝑢0
𝑢0𝑥 + 𝜆1𝑢

1
𝑥 + 𝛼1(𝑢

1)2 + 𝛽1𝑢
1𝑢2 + 𝛾1(𝑢

2)2
]︂
,

𝑢2𝑡 = 𝜕𝑥

[︂
2𝜆0

𝑢2

𝑢0
𝑢0𝑥 + 𝜆2𝑢

2
𝑥 + 𝛼2(𝑢

1)2 + 𝛽2𝑢
1𝑢2 + 𝛾2(𝑢

2)2
]︂
,

(12)

яка узагальнює систему рiвнянь (3) i за формою нелiнiйностей.
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Застосувавши до системи (12) перетворення Коула–Хопфа

𝑡 = 𝑡, 𝑥 = 𝑥,
𝑢0𝑥
𝑢0

= 𝑣0, 𝑢𝑎 = 𝑣𝑎, (13)

де 𝑣0 = 𝑣0(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑎 = 𝑣𝑎(𝑡, 𝑥) — новi невiдомi функцiї, одержимо систему рiвнянь

𝑣0𝑡 = 𝜆0𝑣
0
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

[︀
𝜆0(𝑣

0)2 + 𝛼0(𝑣
1)2 + 𝛽0𝑣

1𝑣2 + 𝛾0(𝑣
2)2

]︀
,

𝑣1𝑡 = 𝜆1𝑣
1
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

[︀
2𝜆0𝑣

0𝑣1 + 𝛼1(𝑣
1)2 + 𝛽1𝑣

1𝑣2 + 𝛾1(𝑣
2)2

]︀
,

𝑣2𝑡 = 𝜆2𝑣
2
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

[︀
2𝜆0𝑣

0𝑣2 + 𝛼2(𝑣
1)2 + 𝛽2𝑣

1𝑣2 + 𝛾2(𝑣
2)2

]︀
.

(14)

Систему рiвнянь (14) можна пропонувати як узагальнення системи рiвнянь Ван дер Вааль-

са (6) на випадок тривимiрного векторного поля 𝑉 =

(︂
𝑣0

𝑣1

𝑣2

)︂
∈ R3.

Методом Лi можна довести наступне твердження.

Теорема 2. Максимальною в розумiннi С. Лi алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь (14)
є узагальнена алгебра Галiлея з базисними генераторами (7), де

𝑄1 = − 1

2𝜆0
𝜕𝑢0 , 𝑄2 = −(𝑢0𝜕𝑢0 + 𝑢1𝜕𝑢1 + 𝑢2𝜕𝑢2). (15)

Якщо популяцiї бактерiй незалежнi мiж собою, то система рiвнянь (14) матиме вигляд

𝑢̃0𝑡 = 𝜆0𝑢̃
0
𝑥𝑥 + 𝑢̃0

(︀
𝛼0(𝑢̃

1)2 + 𝛾0(𝑢̃
2)2

)︀
,

𝑢̃1𝑡 = 𝜆1𝑢̃
1
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

(︂
2𝜆0𝑢̃

1 𝑢̃
0
𝑥

𝑢̃0
+ 𝛼1(𝑢̃

1)2
)︂
,

𝑢̃2𝑡 = 𝜆2𝑢̃
2
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

(︂
2𝜆0𝑢̃

2 𝑢̃
0
𝑥

𝑢̃0
+ 𝛾2(𝑢̃

2)2
)︂
.

(16)

Зауважимо, що замiною (13) система (16) зводиться до системи рiвнянь Ван дер Ваальса

𝑢0𝑡 = 𝜆0𝑢
0
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

[︀
𝜆0(𝑢

0)2 + 𝛼0(𝑢
1)2 + 𝛾0(𝑢

2)2
]︀
,

𝑢1𝑡 = 𝜆1𝑢
1
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

[︀
2𝜆0𝑢

0𝑢1 + 𝛼1(𝑢
1)2

]︀
,

𝑢2𝑡 = 𝜆2𝑢
2
𝑥𝑥 + 𝜕𝑥

[︀
2𝜆0𝑢

0𝑢2 + 𝛾2(𝑢
2)2

]︀
.

(17)

Дослiдження Олександра А. Волошина пiдтримано грантом вiд Simons Foundation (SFI-

PD-Ukraine-00014586, O.A.В.).
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