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1 Вступ

Теорiя квазiкристалiв є новою, не усталеною галуззю, яка активно розвивається. Квазiкри-
стали та квазiперiодичнi функцiї — це один зi способiв формалiзувати множини iз певною
самоподiбнiстю, особливо у великому масштабi, проте без перiодичностi в сенсi трансляцiй-
ної симетрiї.

Iсторично першими дослiдженнями у цiй галузi були роботи, присвяченi майже перiо-
дичним функцiям — функцiям, що можуть бути представленi у виглядi суми скiнченної
кiлькостi перiодичних функцiй з iррацiональними вiдношеннями перiодiв. Таку функцiю
можна розглядати як обмеження функцiї аргументу вищої розмiрностi на пiдпростiр мен-
шої розмiрностi пiд iррацiональним кутом.

(a) Вiзуалiзацiя регулярної функцiї
𝑓(𝑥, 𝑦) = sin(𝑘𝑥) + sin(𝑘𝑦)

(b) Графiк майже перiодичної функцiї 𝑓(𝑥, 𝜏𝑥)
як обмеження на лiнiю 𝑦 = 𝜏𝑥

Рис. 1. Побудова майже перiодичної функцiї.

Поштовхом для розвитку теорiї квазiкристалiв стала робота Шехтмана 1984 року, в якiй
було експериментально виявлено квазiкристалiчну структуру у сплавi алюмiнiю та марган-
цю з п’ятикратною симетрiєю, що суперечила класичнiй кристалографiї.

Типово квазiкристал будується як проєкцiя регулярної, кристалографiчної ґратки, поро-
дженої кореневою системою, на простiр меншої розмiрностi пiд iррацiональним кутом. Ця
проєкцiя буде дискретною множиною (множиною Делоне) Λ ⊂ R𝑑, не матиме перiодично-
стi, i матиме дискретний дифракцiйний малюнок. Поняття квазiкристалу тiсно пов’язано
з питанням визначення впорядкованостi i має iншi визначення в залежностi вiд контексту
(наприклад, через замощення простору), проте в основному всi зводяться до дискретностi
дифракцiйного малюнку — перетворення Фур’є автокореляцiї множини [1].

Одним з напрямкiв дослiджень є методи наближеного обчислення квазiперiодичних фун-
кцiй — функцiй, що допускають симетрiї математичних квазiкристалiв (“локальнi вiдно-
сно Λ”), що є необхiдним для опису процесiв у фiзичних квазiкристалах (потенцiал мiжатом-
ної взаємодiї, дифракцiйний малюнок, дифузiя тепла, поширення хвиль тощо), якi в свою
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чергу цiкавi своїми унiкальними фiзичними властивостями у матерiалознавствi, оптицi, ви-
робництвi напiвпровiдникiв. Помiж iншого, квазiкристалiчнi структури та функцiї особливi
тим, що їх не вийде представити як збурення деякої перiодичної структури, а математичний
апарат для роботи з такими функцiями на довiльнiй областi визначення все ще у процесi
становлення.

2 Теоретичне пiдгрунтя

Сучасним пiдходом до моделювання квазiкристалiв є метод перерiзiв та проєкцiй (cut and
project), згiдно з яким квазiкристал розглядається як проєкцiя перiодичної ґратки вищої
розмiрностi на пiдпростiр меншої розмiрностi пiд iррацiональним кутом. Застосовна насту-
пна схема:

R𝑑 ||←− R𝑑 × R𝑑 ⊥−→ R𝑑

∪

𝐿
1−1←− ̃︀𝐿 щiльний образ−→ 𝐿′

Тут ̃︀𝐿 — це ґратка в R𝑑 ×R𝑑, яка орiєнтована таким чином, що проєкцiї ґратки на просто-
ри R𝑑 будуть вiдповiдно щiльними та взаємно однозначними. Простiр R𝑑 лiворуч на схемi є
фiзичним простором, тобто простором, якому буде належати квазiкристал Λ, а простiр R𝑑

праворуч є внутрiшнiм простором, який буде використовуватися для контролю проєкцiї
ґратки ̃︀𝐿 у фiзичний простiр.

Позначивши через 𝑥̃, 𝑥 та 𝑥′ елементи з ̃︀𝐿, їх лiвi та правi проєкцiї, отримаємо 𝑥̃ = (𝑥, 𝑥′),
де 𝑥 пробiгає 𝐿. Перетворення ( · )′ пов’язує фiзичний та внутрiшнiй простори: ( · )′ : 𝐿→ 𝐿′,
при цьому 𝑥 ↦→ 𝑥′. Обравши компактну пiдмножину Ω у внутрiшньому просторi (вiкно),
яка спiвпадає зi своїм замиканням та має границю мiри нуль, визначимо квазiкристал Λ:

Λ(Ω) := {𝑥 | 𝑥̃ ∈ ̃︀𝐿, 𝑥′ ∈ Ω}.

Рис. 2. Побудова квазiкристала Фiбоначчi.
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Класичним та чи не найбiльш дослiдженим прикладом квазiкристала є родина однови-
мiрних квазикристалiв Фiбоначчi. Для побудови екземпляра квазiкристала беру двовимiр-
ну квадратну ґратку ̃︀𝐿 = Z2, внутрiшнiй простiр спрямовую пiд iррацiональним кутом,
наприклад arctan 𝜏−1, де 𝜏 = (1 +

√
5)/2 — золотий перерiз. Вiкном обираємо вiдрiзок

Ω = [0; 1). Замiсть 𝜏 можна взяти, наприклад, iнший корiнь рiвняння 𝑥2 = 𝑚𝑥+ 1, 𝑚 ∈ N.
Отримуємо неперiодичну дискретну множину Λ (див. рис. 2). Важливою властивiстю є те,
що сусiднi точки у Λ можуть набувати лише двох чи трьох рiзних вiдстаней мiж собою, що
визначає “тип плитки”, якщо розглядати квазiкристал як замощення R.

3 Обчислення локальних функцiй на квазiкристалах

Назвемо множину множиною Делоне, якщо будь-яка вiдкрита куля радiуса 𝑟 мiстить не
бiльше однiєї точки множини, а будь-яка вiдкрита куля радiуса 𝑅 мiстить принаймнi одну
точку множини.

Для двох множин Делоне Λ1,Λ2 ⊂ R𝑑 кажемо що вони (𝑅, 𝛿)-близькi, якщо в кулi радiуса
𝑅 кожна точка першої множини знаходиться на вiдстанi не бiльше 𝛿 вiд деякої точки другої
множини i навпаки.

Назвемо функцiю 𝑓 : R𝑑 → C локальною вiдносно квазiкристала Λ, якщо для довiльно
малого 𝜖 > 0 iснує радiус 𝑅 > 0 та мале 𝛿 > 0 такi, що якщо зсуви 𝑡1, 𝑡2 ∈ R𝑑 породжують
(𝑅, 𝛿)-близькi множини 𝑡1+Λ та 𝑡2+Λ, то |𝑓(𝑡1)− 𝑓(𝑡2)| < 𝜖. Тобто вона неперервно пропу-
скається через локальну оболонку Λ — замикання орбiти Λ вiдносно дiї трансляцiй. Iншими
словами, функцiя локальна, якщо вона однакова там, де оточення виглядає однаково.

Важливим результатом з дискретної геометрiї квазiкристалiв є те, що будь-яка локальна
функцiя вiдносно квазiкристала Λ може бути пiднята до перiодичної функцiї на торi вищої
розмiрностi. Це означає, що для будь-якої функцiї 𝑓 : R𝑑 → R, локальної вiдносно Λ, iснує
перiодична функцiя 𝐹 : T → R на торi T = (R𝑑 × R𝑑)/̃︀𝐿 така, що 𝑓(𝑥) = 𝐹 (𝑥, 𝑥′) для всiх
𝑥 ∈ Λ, де 𝐹 є пiдняттям 𝐹 на R𝑑 × R𝑑.

Окрiм застосувань у фiзицi, локальнi функцiї на квазiкристалах можуть бути викори-
станi для завадостiйкого кодування iнформацiї [4] та генерацiї псевдовипадкових послiдов-
ностей, доцiльних у криптографiї [2, 5].

У роботi [3] побудовано загальну схему обчислення локальних функцiй за допомогою
дискретного аналiзу Фур’є їх пiдняття на тор. У нашiй роботi запропонований алгоритм
для конкретних випадкiв квазiкристалiв буде реалiзовано мовою Python, а в подальшому
узагальнено i пiдготовлено у виглядi бiблiотеки для публiчного використання.

Дослiдження Марини О. Нестеренко пiдтримано грантом вiд Simons Foundation (SFI-

PD-Ukraine-00014586, M.O.N.).
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